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Resume. — Get article fait partie d’une serie d’articles sur la theorie de I’homoto- 
pie des n-categories strictes. Dans le premier article de cette serie, nous avons degage 
des conditions sufRsantes assurant I’existence d’une structure de categorie de modeles 
a la Thomason sur la categorie des n-categories strictes. Le but principal du present 
article est de demontrer une de ces conditions. Pour ce faire, on associe a tout com- 
plexe simplicial une cxD-categorie stricte engendree librement au sens des polygraphes. 
On conjecture que cette oo-categorie a le meme type d’homotopie que le complexe 
simplicial de depart et on demontre cette conjecture lorsque le complexe simplicial 
provient d’un ensemble ordonne. On introduit une notion d’objet quasi-initial d’une 
oo-categorie et on prouve que les orientaux de Street admettent un tel objet. Un des 
outils essentiels utilise dans ce texte est la theorie des complexes diriges augmentes 
de Steiner. 

Abstract. — This paper is part of a series of papers about homotopy theory of 
strict n-categories. In the first paper of this series, we gave conditions that guaran¬ 
tee the existence of a Thomason model category structure on the category of strict 
n-categories. The main goal of our paper is to show one of these conditions. To 
do so, we associate to any simplicial complex a strict cxo-category generated by a 
computad. We conjecture that this oo-category has the same homotopy type as the 
corresponding simplicial complex and we prove this conjecture when the simplicial 
complex comes from a poset. We introduce the notion of a quasi-initial object of an 
oo-category and we show that Street’s orientals admit such an object. One of the 
main tools used in this text is Steiner’s theory of augmented directed complexes. 


Classification mathematique par sujets (2000). — 18D05, 18G35, 18G55, 55P15, 55U10, 
55U15. 

Mots clefs. — oo-categories strictes, complexes augmentes diriges, complexes simpliciaux, contrac¬ 
tion, equivalences de Thomason de oo-categories, objets quasi-initiaux, orientaux, types d’homotopie. 
Key words. — augmented directed complexes, contractions, homotopy types, orientals, quasi¬ 
initial objects, simplicial complexes, strict oo-categories, Thomason equivalences of oo-categories. 
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Introduction 

Get article fait partie d’un projet consacre a la theorie de I’homotopie des 
n-categories strictes (avec n eventuellement infini), compose actuellement de [ 2 ], [ 1 ], 
[3], [4] et [5], dont le but est de generaliser la theorie de I’homotopie des categories 
developpee par Grothendieck, Quillen et Thomason aux n-categories strictes. Ainsi, 
dans ce texte, toutes les n-categories et n-foncteurs seront supposes stricts. 

La theorie de I’homotopie des petites categories nait avec I’introduction par 
Grothendieck dans [14] du foncteur nerf de source la categorie Cat des petites 
categories et de but A, celle des ensembles simpliciaux. Ge foncteur permet de definir 
une classe Wcat d’equivalences faibles dans Cat, en definissant Wcat comme la classe 
des foncteurs entre petites categories dont I’image par le nerf est une equivalence 
d’homotopie faible d’ensembles simpliciaux. En vertu d’un resultat de Quillen (expose 
dans la these d’lllusie [16]), le foncteur nerf induit une equivalence de categories 

Ho(Cat) —Ho(A) 

entre la localisation de Cat par Wcat et la categorie homotopique usuelle des ensembles 
simpliciaux, elle-meme equivalente a la categorie homotopique des CW-complexes, 
grace a un theoreme de Milnor [22]. Par ailleurs, Thomason demontre I’existence d’une 
structure de categorie de modeles de Quillen sur Cat dont la classe des equivalences 
faibles est egale a Wcat [28]. 

Dans un article seminal [25], Street a introduit un foncteur nerf 

Noc, ■ oo-Cat —> A 















LE TYPE D’HOMOTOPIE DE L’ORIENTAL D’UN COMPLEXE SIMPLICIAL 


3 


de la categorie des petites oo-categories vers celle des ensembles simpliciaux, dont la 
restriction a Cat (consideree comme sous-categorie pleine de oo-Cat) est le nerf de 
Grothendieck. Ce foncteur permet de definir une classe Woo-Cat d’equivalences faibles 
dans oo-Cat, en posant Woo-Cat = on W^ designe la classe des equiva¬ 

lences d’homotopie faibles d’ensembles simpliciaux. De meme, pour tout entier n > 0, 
la restriction Nn du nerf de Street a la categorie n-Cat des petites n-categories (consi¬ 
deree comme sous-categorie pleine de oo-Cat) definit une classe Wn-Cat d’equivalences 
faibles dans n-Cat par la formule Wn-Cat = conjecture que pour tout n, 

1 ^ n ^ oo, il existe une structure de categorie de modeles sur n-Cat dont la classe 
des equivalences faibles est egale a Wn-Cat et qui est equivalente, au sens de Quillen, 
avec la structure de categorie de modeles classique sur les ensembles simpliciaux, ge- 
neralisant ainsi les theoremes de Thomason et Quillen cites precedemment concernant 
le cas n = 1. 

Cette conjecture est egalement etablie pour n = 2. Dans [ 11 ], extrait de sa 
these [ 10 ], Jonathan Chiche prouve que le foncteur JV 2 induit une equivalence de 
categories 

Ho(2-Cot) —)• Ho(A) 

entre la localisation de 2-Cat par W 2 -Cat et la categorie homotopique des ensembles 
simpliciaux. Dans [ 2 ], les auteurs du present article construisent une structure de ca¬ 
tegoric de modeles sur 2- Cat dont la classe des equivalences faibles est egale a W 2 - Cat, 
et une adjonction de Quillen entre celle-ci et la categorie de modeles des ensembles 
simpliciaux. II resulte alors facilement du theoreme de Jonathan Chiche que cette ad¬ 
jonction est une equivalence. Mentionnons que le texte anterieur [ 29 ] traite egalement 
la question d’une generalisation 2-categorique du theoreme de Thomason mais que 
celui-ci comporte de serieuses erreurs (voir I’introduction de [2] pour plus de details). 

En vue d’une preuve de cette conjecture dans le cas general, les auteurs ont de- 
montre dans [ 2 ] un « theoreme de Thomason abstrait », permettant de degager deux 
conditions techniques impliquant, pour 1 ^ n ^ 00 arbitraire, I’existence d’une cate¬ 
goric de modeles sur n-Cat dont la classe des equivalences faibles est egale a Wn-Cat, 
et d’une adjonction de Quillen de cette derniere avec la categorie des modeles des 
ensembles simpliciaux. La motivation initial du present article est de demontrer la 
premiere de ces conditions (condition (e) de [ 2 , scholie 5.14]), a savoir que si c„ de¬ 
signe I’adjoint a gauche de N„, pour tout ensemble simplicial X qui est le nerf d’un 
ensemble ordonne, le morphisme d’adjonction X — NnCn{X) est une equivalence 
faible simpliciale (corollaire 10.11). 

Ahn d’etablir ce resultat, on est conduit a introduire un certain nombre de notions 
importantes et a demontrer plusieurs theoremes presentant un interet independant. 
On rappelle que le couple de foncteurs adjoints 

Coo '■ A —> oo-Cat , Noo '■ oo-Cat —> A 
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est obtenu par le precede de Kan a partir de I’objet cosimplicial defini par les orien- 
taux de Street [ 25 , 26 , 27 ], Pour n ^ 0, cet objet cosimplicial associe au simplexe 
standard le n-ieme oriental On, qui est une n-categorie librement engendree au 
sens des polygraphes par les simplexes non degeneres de A„. La definition formelle 
de On par Street est combinatoire et assez difficile a utiliser. Dans ce texte, on se 
servira d’une definition equivalente due a Steiner [ 23 , 24 ], plus proche de I’algebre 
homologique et plus maniable (une description analogue des orientaux figure aussi 
dans [9[). 

Dans [ 23 [, Steiner definit un couple de foncteurs adjoints 

A : oo-Cat —)■ Cda , v : Cda —> co-Cat , 

oii Cda est la categorie des complexes diriges augmentes, categorie dont les objets 
sont les complexes de chaines de groupes abeliens en degres positifs, augmentes, et 
munis d’un sous-monoide gradue « de positivite » (sans aucune compatibilite entre 
ce sous-monoide et la difFerentielle ou I’augmentation du complexe). La categorie des 
complexes de chaines de groupes abeliens en degres positifs est equivalente a celle des 
oo-categories en groupes abeliens [ 7 ]. En oubliant la structure de groupe abelien, on 
associe ainsi a un tel complexe une c»-categorie. Le foncteur iz de Steiner associe a 
un complexe dirige augmente une sous-c»-categorie de cette c»-categorie, determinee 
par le sous-monoide de positivite et I’augmentation (voir 3.2). En associant a un 
ensemble simplicial X son complexe de chaines normalise, muni de I’augmentation 
definie par le morphisme de X vers le point, et du sous-monoide de positivite defini 
par les combinaisons lineaires a coefficients positifs de simplexes non degeneres de X, 
on obtient un foncteur c : A — y Cda- Par definition, I’oriental On, n ^ 0, est I’image 
du simplexe standard Z\„ par le foncteur compose vc. 

Le foncteur c commute aux limites inductives. On dispose ainsi d’un couple de 
foncteurs adjoints 

c : A — ^ Cda , N : Cda —^ A , 

obtenu par le precede de Kan a partir de I’objet cosimplicial de Cda defini par la res¬ 
triction du foncteur c aux representables, et on demontre que N est canoniquement 
isomorphe au compose NaoV- Le foncteur N permet de definir une classe d’equiva- 
lences faibles dans Cda par la formule = iV“i(W^) = i^“^(Woo-Cat)- 

On conjecture que le foncteur N induit une equivalence des categories localisees. En 
tenant compte de la conjecture mentionnee precedemment, on obtiendrait done un 
triangle commutatif a isomorphisme pres d’equivalences de categories 



Ho(A) 


Ho(Cda) 
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induites par les foncteurs v, N et Noo- 

Une notion cruciale introduite dans cet article est celle d’objet quasi-initial d’une 
n-categorie, generalisant la notion d’objet initial d’une categorie. Pour n fini, cette no¬ 
tion est definie par recurrence sur n. Un objet d’une 1-categorie (autrement dit d’une 
categorie) est quasi-initial s’il est initial. Pour n ^ 2, un objet x est quasi-initial si pour 
tout objet y, la (n — l)-categorie Horn {x, y) des fleches de source iteree x et but itere y 
admet un objet quasi-initial. Pour n = oo, on pent poser une definition analogue par 
« coinduction ». Une definition dans un style plus « classique » est presentee dans I’ap- 
pendice B. La notion d’objet quasi-final est definie de fagon duale. Un resultat, tres 
facile a etablir mais important, est que ces notions sont stables par troncation intelli- 
gente. (Si m < n, le foncteur de troncation intelligente est I’adjoint a gauche de 
I’inclusion m-Cat —> n-Cat.) Du point de vue homotopique, la propriete importante 
d’une n-categorie, 1 ^ n ^ oo, admettant un objet quasi-initial ou quasi-final est 
qu’elle est faiblement contractile (le morphisme canonique vers I’objet final de n-Cat 
appartient a Wn-Cat)- Cette propriete resulte d’un theoreme A n-categorique [3]. 

Une deuxieme notion importante est celle de contraction d’une oo-categorie. II 
s’agit d’une transformation (oplax) satisfaisant a une condition de « normalisation » 
et une condition « d’idempotence » (voir B.9). On demontre qu’une oo-categorie ad¬ 
mettant une contraction admet un objet quasi-initial (la reciproque n’etant pas vraie), 
ainsi qu’un resultat dual concernant I’existence d’un objet quasi-final. 

Un des principaux resultats de cet article est que les orientaux de Street admettent 
une contraction et une contraction duale, et en particulier un objet quasi-initial et 
un objet quasi-final. Pour obtenir ce resultat, on introduit une notion de contraction 
(et de contraction duale) pour un complexe dirige augmente, et on montre que le 
foncteur v de Steiner transforme une telle contraction (ou contraction duale) en une 
contraction (ou contraction duale) oo-categorique. Pour conclure, on prouve que pour 
n ^ 0, le complexe dirige augmente cZ\„ associe au simplexe standard Z\„ admet a la 
fois une contraction et une contraction duale. II est a noter que cette contraction duale 
ne s’obtient pas par une dualite a partir de la contraction consideree, ni par inversion 
de I’ordre des sommets du simplexe Z\„. Les deux ont une origine simpliciale. 

Plus generalement, on conjecture que pour tout couple d’entiers i,n tel que 
0 < i < n et tout couple x,y de Ufieches paralleles de On, la {n — i — l)-categorie 
des fleches de On de source iteree x et de but itere y ou bien est vide ou bien admet 
a la fois un objet quasi-initial et un objet quasi-final. On demontre cette conjecture 
pour n arbitraire et i = 1. Un cas particulier de ce resultat joue un role crucial dans 
la preuve de la « condition (e) » de [2], motivation initiate de cet article, mentionnee 
precedemment dans cette introduction. 

Dans [23], Steiner presente des conditions suffisantes pour que I’image d’un com¬ 
plexe dirige angmente par le foncteur v soit une oo-categorie librement engendree au 
sens des polygraphes (autrement dit un objet cofibrant pour la structure de categorie 
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de modeles « categorique », « canonique » ou « folklorique » sur oo-Cat [ 20 ]), obtenant 
ainsi une variante de resultats anterieures de Street [ 25 , 26 , 27 [. On demontre que si 
X est I’ensemble simplicial associe a un complexe simplicial, le complexe dirige aug- 
mente cX satisfait a ces conditions. Cela permet d’associer a tout complexe simplicial 
une oo-categorie engendree librement au sens des polygraphes. De plus, on conjecture 
que le type d’homotopie de cette cx)-categorie est le meme que celui du complexe 
simplicial de depart. De fagon plus precise, si X est I’ensemble simplicial associe a un 
complexe simplicial, on demontre que vcX est canoniquement isomorphe a Coo{X), et 
la conjecture affirme que le morphisme d’adjonction X —> NaoCao{X) est une equiva¬ 
lence d’homotopie faible simpliciale. On etablie cette conjecture dans le cas particulier 
oii le complexe simplicial est celui associe a un ensemble ordonne E. L’ensemble de 
ses simplexes est alors I’ensemble des parties finies totalement ordonnees non vides 
de E, et I’ensemble simplicial correspondant X est le nerf de E. En fait, pour un 
tel X, on a mieux : pour tout n ^ 1, le morphisme d’adjonction X —> NnCn{X) est 
une equivalence faible simpliciale (condition (e) de [2]). 

La strategic pour demontrer ce theoreme se deroule comme suit. On remarque 
d’abord que grace a I’egalite du triangle pour une adjonction, il suffit de prouver 
que pour tout ensemble ordonne E, le morphisme d’adjonction CnNn{E) —> E est 
une equivalence faible n-categorique, autrement dit que ce morphisme appartient 
a yVn-Cat- Pour n = 1, le nerf de Grothendieck etant pleinement fidele, ce morphisme 
est un isomorphisme, on pent done supposer que n ^ 2. Ensuite, on observe que 
CnNniE) est le n-tronque intelligent de CaoNooiE) qui est isomorphe a I’image du 
nerf de E par le foncteur vc. Grace a la description du foncteur v de Steiner, on en 
deduit que les objets de CnNn{E) s’identifient aux elements de E, et les 1-fleches aux 
parties finies non vides totalement ordonnees S de E, la source (resp. le but) de S 
etant son minimum (resp. son maximum). En particulier, si x,y sont deux elements 
de E, pour qu’il existe une 1-fleche de CnNn{E) de source x et but y, il faut et il suffit 
que X ^ y. De plus, le morphisme d’adjonction induit I’identite sur les objets. 

Or, en vertu d’une consequence de la comparaison du nerf de Street avec une 
variante bisimpliciale dudit nerf [4[, pour montrer qu’un n-foncteur E est une equi¬ 
valence faible, il suffit de montrer que pour tout couple d’objets x, y de sa source, le 
(n — l)-foncteur induit 

Hom fee, v) —> Horn (Fee, ful 

est une equivalence faible. Gomme la n-categorie but du morphisme d’adjonction 
considere est un ensemble ordonne, pour montrer que ce morphisme est une equiva¬ 
lence faible, il suffit done de montrer que pour tout couple x, y d’elements de E tel 
que X ^ y, la {n — l)-categorie Hom ^ (x,v) est faiblement contractile, et pour 

cela, il suffit de voir qu’elle admet un objet quasi-initial. 

Or, en vertu de la description des 1-fleches de c„fV„(F), I’ensemble Sq = {x, y} re¬ 
presente un objet de Horn|,^jY„(£;)2/)) objet arbitraire est represente par une 
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partie finie non vide totalement ordonnee S de E, telle que x = min(S') et y = max(S'). 
En utilisant a nouveau le fait que est le n-tronque de I’image du nerf de E par 

le foncteur pc, ainsi que la description du foncteur p de Steiner et un argument de com¬ 
mutation aux limites inductives, on prouve que la (n —2)-categorie Hom „ i,r ^ (S'o, S) 

des fleches de CnNn{E) de 1-cellule source iteree 5'o et but itere S', s’identifie au 
(n — 2)-tronque intelligent de Hom p,^f|0. p|, {0,1,... ,p}), ou p = card(S) — 1, qui 
admet un objet quasi-initial. On en deduit que So est un objet quasi-initial de 
tloiI!c„A„(£;)(2^)2/)) dui prouve I’assertion. 

La preuve esquissee ci-dessus differe tres legerement de la demonstration exposee 
dans le corps de I’article. En effet, pour abreger les preliminaires n-categoriques, la 
notion d’objet quasi-initial ou quasi-final d’une n-categorie n’y est definie que pour n 
fini, le cas n = oo, ainsi que la notion de contraction n-categorique, etant laisses pour 
I’appendice B. En contrepartie il en resulte parfois des enonces moins naturels ou des 
preuves plus techniques, bien que plus directes. 

Terminons cette introduction en mentionnant quelques textes en rapport avec le 
present article. Dans [ 7 ], Dominique Bourn etablit un dictionnaire entre les homo- 
topies des complexes de chaines en degres positifs et les pseudo-transformations des 
oo-groupoi’des abeliens correspondant. Dans un texte non public [8], dont nous avons 
pris connaissance apres une premiere redaction de ce travail, Albert Burroni intro- 
duit une notion de « structure initiate » essentiellement equivalente a notre notion 
de contraction. Dans [ 21 ], Frangois Metayer, et dans [ 19 ], ce dernier et Yves Lafont 
etudient la notion de n-cylindre dans une oo-categorie, ce qui permet de degager les 
formules explicites de la definition d’une transformation entre oo-foncteurs. Enfin, 
dans [ 18 ], Ross Street et Stephen Lack etudient, entre autres, les tronques en basse 
dimension des orientaux. 


Plan de I’article. — Dans la premiere section, apres quelques rappels sur les 
n-categories, 0 ^ n ^ oo, et les foncteurs de troncation bete et intelligente, on intro- 
duit, pour n < oo, la notion de n-categorie admettant un objet quasi-initial ou quasi¬ 
final. On rappelle les notions d’ensemble de cellules qui engendre par compositions, 
ou qui engendre librement au sens des polygraphes une oo-categorie, et on etablit 
quelques resultats relatifs a ces deux notions. On termine la section par des conside¬ 
rations sur les divers endofoncteurs de dualite dans la categoric des oo-categories. 

La deuxieme section est consacree a la categoric des complexes diriges augmentes, 
introduite par Steiner. On decrit les limites inductives et projectives dans cette cate¬ 
goric, on introduit la notion de complexe dirige augmente decent et celle de morphisme 
constant entre deux tels complexes. On considere le concept d’homotopie entre deux 
morphismes de complexes diriges augmentes et les divers endofoncteurs de dualite 
dans cette categoric. 
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Dans la troisieme section, on rappelle la theorie de Steiner donnant naissance a 
un couple de foncteurs adjoints entre la categorie des complexes diriges augmentes et 
celle des petites c»-categories. On commence par la description de ces deux foncteurs. 
On rappelle les notions de base d’un complexe dirige augmente, de base unitaire, de 
base sans boucles et de base fortement sans boucles. On enonce le principal resultat 
de Steiner : la sous-categorie pleine des complexes diriges augmentes formee de ceux 
qui admettent une base unitaire sans boucles se plonge de fagon pleinement fidele 
dans la categorie des oo-categories, et I’image d’un tel complexe est une oo-categorie 
librement engendree au sens des polygraphes. 

Dans la quatrieme section, on degage des conditions suffisantes pour que la 
oo-categorie associee a un complexe dirige augmente par le foncteur de Steiner soit 
une n-categorie admettant un objet quasi-initial ou quasi-final. On introduit les 
notions de contraction et contraction duale d’un complexe dirige augmente. Dans le 
cas particulier ou le complexe dirige augmente est decent, on interprete ces notions en 
termes d’homotopies entre I’identite de ce complexe et un endomorphisme constant. 

Dans la cinquieme section, on associe fonctoriellement a chaque ensemble sim- 
plicial trois complexes diriges augmentes decents admettant une base, le complexe 
dirige augmente des chaines, celui des chaines degenerees et le complexe dirige aug¬ 
mente normalise des chaines, definissant ainsi trois foncteurs commutant aux limites 
inductives. La restriction du dernier de ces trois foncteurs aux ensembles simpliciaux 
representables fournit un objet cosimplicial qui definit par le precede de Kan un fonc¬ 
teur nerf de la categorie des complexes diriges augmentes vers celle des ensembles 
simpliciaux. A I’aide de ce foncteur nerf, on definit des equivalences faibles dans la 
categorie des complexes diriges augmentes, et on conjecture que la categorie localisee 
correspondante est equivalente a la categorie homotopique des CW-complexes. 

Dans la sixieme section, on rappelle la definition des orientaux de Street. On de- 
montre que le complexe dirige augmente qui les definit via le foncteur de Steiner 
admet une contraction et une contraction duale. On en deduit en particulier que les 
orientaux de Street admettent un objet quasi-initial et un objet quasi-final. 

Dans la septieme section, on rappelle la definition du nerf de Street obtenu par le 
precede de Kan a partir de I’objet cosimplicial fourni par les orientaux. A I’aide du 
nerf de Street, on definit des equivalences faibles dans la categorie des oo-categories, 
et on conjecture que la categorie localisee correspondante est equivalente a la catego¬ 
rie homotopique des CW-complexes. On enonce des consequences d’un theoreme A 
oo-categorique et d’un theoreme de comparaison du nerf de Street avec une variante 
bisimpliciale dudit nerf, theoremes obtenus dans deux articles en preparation. 

Dans la huitieme section, apres quelques rappels sur les complexes simpliciaux, 
on montre que le complexe dirige augmente normalise des chaines d’un ensemble 
simplicial defini par un complexe simplicial admet une base unitaire fortement sans 



LE TYPE D’HOMOTOPIE DE L’ORIENTAL D’UN COMPLEXE SIMPLICIAL 


boucles. En particulier, la c»-categorie associee est librement engendree au sens des 
polygraphes. 

La neuvieme section est consacree a la definition d’un isomorphisme fonctoriel 
entre la cx)-categorie associee au complexe dirige augmente normalise des chaines 
d’un ensemble simplicial defini par un complexe simplicial et I’image par I’adjoint a 
gauche du nerf de Street de cet ensemble simplicial. 

La derniere section est consacree a I’etude de la oo-categorie image par I’adjoint 
a gauche du nerf de Street du nerf d’un ensemble ordonne, ainsi que du n-tronque 
intelligent de cette oo-categorie. On montre que, pour n > 0, le morphisme d’ad- 
jonction correspondant est une equivalence faible n-categorique. En particulier, pour 
tout n > 0, le type d’homotopie de cette n-categorie est isomorphe a celui de I’en- 
semble ordonne de depart. 

Le but de I’appendice A est de donner une description explicite du 2-tronque intel¬ 
ligent de la oo-categorie image par I’adjoint a gauche du nerf de Street du nerf d’un 
ensemble ordonne. 

Dans I’appendice B, on generalise les notions d’objet quasi-initial et d’objet 
quasi-final d’une n-categorie, introduites pour n fini dans la premiere section, au 
cas ou n = oo. On introduit la notion de contraction d’une oo-categorie, on montre 
qu’une oo-categorie admettant une contraction admet un objet quasi-initial et que 
la oo-categorie associee a un complexe dirige augmente admettant une contraction 
admet une contraction. Ces considerations permettent de retrouver la plupart des 
resultats de la section 4 et des proprietes des orientaux demontrees dans la section 6. 


1. Notations et terminologie pour les oo-categories 

1 . 1 . — Toutes les oo-categories considerees dans ce texte sont des oo-categories 
strides et tous les oo-foncteurs des oo-foncteurs stricts. On note oo-Cat la catego- 
rie des petites oo-categories et oo-foncteurs entre celles-ci. Si C est une oo-categorie 
on note Ob(C'), ou plus simplement Co, I’ensemble de ses objets et pour i > 0, on 
note Fli(C) ou Ci I’ensemble de ses i-fieches. Pour toute z-fleche x de C, on note s(a:) 
sa source, t{x) son but et la (z -I- l)-fleche unite de x. Pour j un entier tel que 
0 < J < z, on note Sj{x) (resp. tj{x)) la j-cellule source iteree (resp. but itere) de x. 
Pour 0 ^ j < z, si a: et z/ sont deux z-fleches j-composables, autrement dit si la j-cellule 
source iteree de x est egale a la j-cellule but itere de y, on note x y le compose 
correspondant. 

Plus generalement, pour i,j,k tels que 0 ^ k < min{z,j}, si x est une z-fleche et 
y une j-fleche telles que Sk{x) = tk{y), on notera x y la, (max{z, j})-fieche de C 
obtenue en composant x avec la z-fleche identite iteree de y ou la j-fleche identite 
iteree de x avec y selon que z ^ j ou z ^ j. Par convention, si z < j, I’operation 
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sera prioritaire sur I’operation . Par exemple : 

U V IT 1^2 ^ y ^0 ^ ~~ ((n ^0 IT^ ^2 i.y ^0 ' 

Cette convention combinee avec la propriete d’associativite des operations per- 
met de supprimer beaucoup de parentheses. Neanmoins, pour faciliter la lecture, on 
n’abusera pas de cette regie. 

Pour tout cx)-foncteur F : C —> D et tout z ^ 0, on note Fi : Ci —)■ Di la restriction 
de F aux z-cellules. 

1 . 2 . — On dit que deux z-cellules, z ^ 0, d’une cx)-categorie C, sont paralleles si ou 

bien z = 0, ou bien z > 0 et elles ont meme source et meme but. Pour tout couple 
de z-cellules paralleles x,y, on note Hom ,^la;. v) la oo-categorie dont les j-cellules, 
j > 0, sont les {i + j + l)-fleches de C de z-cellule source iteree x et de z-cellule but 
itere y (les sources, buts, unites et compositions etant induits de ceux de C). On note 
Homc(x,t/) I’ensemble des objets de cette oo-categorie, autrement dit, I’ensemble des 
(z -I- l)-fleches de C de source x et de but y. Si x est une z-cellule de C, la oo-categorie 
des i-eellules paralleles a x, notee Parc(a;), est la oo-categorie dont les objets sont 
les z-cellules de C paralleles a a; et dont les j-fleches sont les (z -I- j)-fleches de C de 
z-cellule source iteree et de z-cellule but itere des z-cellules paralleles a x. En particulier, 
si z = 0, autrement dit si x est un objet de C, on a Parc(a;) = C et si z > 0, on a 
Parc(a;) = tix)). Si y et z sont deux z-cellules de C paralleles a x, on a 

H^ParcO)(l/>^) = U^ciy^z). 

1 . 3 . — Soit rz ^ 0 un entier. Une rz-categorie est une oo-categorie C dont toute 
z-fleche, pour i > n, est une identite. En particulier, une 0-categorie n’est rien d’autre 
qu’un ensemble et une 1-categorie une categoric ordinaire. Ainsi, les ensembles, les ca¬ 
tegories ou les ensembles ordonnes seront souvent consideres comme des oo-categories. 
Pour revenir au cas general, si z est un entier tel que 0 ^ i < n, et x,y deux z-cellules 
d’une rz-categorie C, la oo-categorie Hom ^lx. v) est une {n — i — l)-categorie. Pour z 
un entier tel que 0 ^ z ^ rz, et x une z-cellule de C, la oo-categorie Parc(x) est une 
(rz — z)-categorie. 

On note n-Cat la sous-categorie pleine de oo-Cat formee des rz-categories. Le fonc- 
teur d’inclusion z„ : n-Cat — > oo-Cat admet a la fois un adjoint a gauche et un adjoint 
a droite. L’adjoint a droite associe a toute petite oo-categorie C le n-tronque bete 
de C, rz-categorie dont les z-cellules, 0 ^ z < rz, sont les z-cellules de C, les sources, 
buts, unites et compositions venant de ceux dans C. L’adjoint a gauche associe 
a (7 le n-tronque intelligent de (7, rz-categorie dont les z-cellules, 0 ^ z < rz, sont les 
z-cellules de C et les rz-cellules sont les rz-cellules de (7, modulo la relation d’equi- 
valence identifiant deux rz-cellules de C s’il existe un zigzag de (rz -I- l)-fleches de (7 
les reliant. Les sources, buts, unites et compositions sont induits par ceux de C. Les 
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morphismes d’adjonction 

Tl^{C)=inTlr,{C)^C et c ^ (C) = (C) 

induisent, pour tout i ^ 0, respectivement une injection et une surjection des en¬ 
sembles des i-cellules. En considerant t^„(C') comme une sous-oo-categorie de C, on 
a une suite d’inclusions 

faisant de C une limite inductive des t^„(C')- Le foncteur admet lui-meme un 
adjoint a droite qui associe a une n-categorie C la (n-l- l)-categorie dont le n-tronque 
bete est C et qui pour tout couple {x, y) de n-cellules paralleles admet exactement 
une (n-b l)-fleche de source x et but y. En particulier, le foncteur de troncation bete 
commute a la fois aux limites projectives et aux limites inductives. 

1.4- — On definit la notion de n-categorie admettant un objet quasi-final (resp. quasi¬ 
initial) ainsi que celle objet quasi-final (resp. quasi-initial) d’une telle n-categorie 
par recurrence sur n. 

— Une 0-categorie admettant un objet quasi-final (resp. quasi-initial) est une 
0-categorie ayant exactement un objet (autrement dit, un ensemble a un ele¬ 
ment) et cet unique objet en est alors un objet quasi-final (resp. quasi-initial). 

— Pour n > 0, une n-categorie C admet un objet quasi-final (resp. quasi-initial) 
s’il existe un objet x de C tel que pour tout objet y de C la (n — l)-categorie 
Hom ^lt/. x) (resp. Hom ^lx. y)) admette un objet quasi-final (resp. quasi-initial), 
et un tel objet x est alors un objet quasi-final (resp. quasi-initial) de C. 

Si on deroule cette definition, on remarque que, pour n = 1, une categorie admet 
un objet quasi-final (resp. quasi-initial) si et seulement si elle admet un objet final 
(resp. initial) et qu’alors un objet quasi-final (resp. quasi-initial) est exactement un 
objet final (resp. initial). Pour n = 2, une 2-categorie admet un objet quasi-final 
(resp. quasi-initial) si et seulement si, dans la terminologie de [ 10 ], elle admet un 
objet admettant un objet final (resp. coadmet un objet admettant un objet initial). 
La notion d’objet quasi-final d’une 2-categorie a ete introduite dans [ 17 ], sous le nom 
d’objet final local. 

1.5. — On verifie immediatement qu’un produit de n-categories admettant un objet 
quasi-final (resp. quasi-initial) admet un objet quasi-final (resp. quasi-initial). 

Proposition 1.6. — Soient n ^ 0 un entier, et C une n-categorie admettant un 
objet quasi-final (resp. quasi-initial). Alors pour tout m ^ 0, lam-categorie m-tronque 
intelligent de C admet un objet quasi-final (resp. quasi-initial). 

Demonstration. — On raisonne par recurrence sur n. Pour m ^ n, il n’y a rien a 
demontrer puisque rk j^(C) = C, ce qui prouve en particulier I’assertion pour n = 0. 
Si n > 0, I’hypothese sur C implique qu’il existe un objet x de C tel que pour 
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tout objet y de C la (n — l)-categorie Hom ^fu, x) (resp. Hom ^fx, v)) admette un 
objet quasi-final (resp. quasi-initial). Si m = 0, I’assertion est evidente puisque 
I’ensemble t<q(C') a alors exactement un element. Si m > 0, I’hypothese de 
recurrence appliquee a la (n — l)-categorie x) (resp. Hom ^lx. v)) im- 

plique que la {m — l)-categorie Hom _i^ (C)(j/i 2 ;) = r^^_;^(Hqm^(i/, x)) (resp. 
Hom _^ fee, ul = ulll admet un objet quasi-final (resp. quasi¬ 
initial), ce qui prouve I’assertion. □ 

1.7. — Soit C une oo-categorie. Un ensemble multiplicatif de cellules de C est un 
ensemble M de cellules de C satisfaisant aux deux conditions suivantes : 

a) pour tout i ^ 0, si a: est une i-cellule de C appartenant a M, la (z -I- l)-fieclie 
identite de x appartient aussi a M ; 

b) pour tout couple d’entiers i,j tels que 0 ^ j < z, si a; et y sont deux z-fieches 
j-composables de C appartenant a M, alors la z-fieche composee x *j y appar¬ 
tient a M. 

On dit qu’un ensemble E de cellules d’une cx)-categorie C engendre C par compositions 
si I’ensemble de toutes les cellules de C est le plus petit ensemble multiplicatif de 
cellules de C contenant E. Dans ce cas, E contient forcement I’ensemble des objets 
de C, et pour tout z > 0, toute z-fleche de C est un compose d’un nombre fini 
de z-fleches, qui sont dans E ou sont des unites iterees de j-cellules, 0 ^ j < z, 
appartenant a E. 

1.8. — Soient C une oo-categorie et E un ensemble de cellules de C. Pour z ^ 0, on 
pose Ei = E r\ Ci. On dit que I’ensemble de cellules E engendre librement C au sens 
des polygraphes si les deux conditions suivantes sont satisfaites : 

a) Eq = Co', 

b) pour toute oo-categorie D, tout z ^ 0, tout oo-foncteur E : T^j(C') —^ D, 

et toute application / : Ui+i —tels que pour tout x € on ait 

= E{s{x)) et t{f{x)) = F{t{x)), il existe un et un seul oo-foncteur 
E' ■ r^^+l{C) D tel que 

F'\tUC) = F et F'\E,+, = / 

('^^i(C’) et T^j+ 2 (C') etant considerees comme des sous-oo-categories de C par 
les morphismes d’adjonction (cf. 1.3)). 

Proposition 1.9. — Soient C une oo-categorie et E un ensemble de cellules de C qui 
Vengendre librement au sens des polygraphes. Alors E engendre C par compositions. 

Demonstration. — Pour z ^ 0, on pose Ei = EfiCi ei E^i = Ej. On va mon- 

trer par recurrence sur z ^ 0 que I’ensemble E,^i engendre T^i{C) par compositions, ce 
qui prouvera la proposition. Pour z = 0,1’assertion est evidente grace a la condition (a) 
de 1.8. Supposons done I’assertion demontree pour z et demontrons-la pour z-l-1. Soit D 
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la sous-(i + l)-categorie de dont les j-cellules, 0 ^ j ^ i, sont les j-cellules 

de C, et dont les {i + l)-fleclies sont les composes d’elements de Ei^i et d’identites 
iterees de j-cellules de C, 0 ^ j ^ i. Par hypothese de recurrence I’ensemble en- 

gendre D par compositions. II suflit done de montrer que {C) = D, ou encore que 
I’inclusion G : D —> admet une section. Par definition, on a une inclusion 

F : T^i(C') —> D et une inclusion / : Eij^i —> satisfaisant aux hypotheses de la 
condition (b) de 1.8. On en deduit I’existence d’un oo-foncteur F' : —!■ D 

tel que = P’ et F'\Eij^i = /. La restriction de GF' a T^i(C') est done I’in- 

clusion T^j(C') —7- restriction a Ei+i I’inclusion Ei+i —^ O^+i, ce qui, 

en vertu de la partie unicite de la condition (b) de 1.8, prouve que F' est une section 
de G, et acheve la demonstration. □ 

Proposition 1.10. — Soient A une petite categoric, P : A —> oo-Cat un foncteur, 
G une oo-categorie, et a : P —> G un morphisme de foncteurs de P vers le foncteur 
constant de valeur G. On suppose fixes un ensemble de cellules E qui engendre libre- 
ment G au sens des polygraphes, et pour tout objet a de A, un ensemble de cellules Fa 
qui engendre librement P{a) au sens des polygraphes, satisfaisant aux conditions sui- 
vantes : 

a) pour tout objet a de A, oia{Ea) C E; 

b) pour toute fleche u : a —> b de A, P{u){Ea) C Eb ; 

c) Vapplication lirq ^ Fa —> E, induite par a, est hijective. 

Alors le morphisme lirq ^ a : linj ^ P —> G est un isomorphisme de oo-Cat. 

Demonstration. — Pour tout i ^ 0, on pose Ei = E PiGi ei pour tout objet a de A, 
Ea,i = Ea n P{a)i. Par hypothese, pour tout z ^ 0, I’application lirq^ Eqj —> Ei, 
induite par a, est bijective. On va montrer par recurrence sur i que pour tout z ^ 0, 
le tronque bete (cf. 1.3) 

r^ilin^a : ~ lin^r^^P —^ t^,G 

A A A 

de lin^^a est un isomorphisme, ce qui pronvera la proposition. Pour z = 0, cela re- 
sulte de la bijectivite de I’application lin;^ Pa.o —t Eq et du fait qu’en vertu de la 
condition (a) de 1.8, on a Gq = Eq, et pour tout a dans A, P{a)o = Eap. Suppo- 
sons I’assertion etablie pour z et prouvons-la pour z -|- 1. Soit D une oo-categorie, et 
/3 : —> D un morphisme de foncteurs vers le foncteur constant de valeur D. 

II s’agit de montrer qu’il existe un unique oo-foncteur G : T^i+iG — D tel que 
pour tout objet a de A on ait (da = G o En vertu de I’hypothese de re¬ 

currence, il existe un unique oo-foncteur F : r^jG —> D tel que pour tout objet a 
de A on ait /3a|T^iP(a) = F o r^jaa- D’autre part, la bijectivite de I’application 
lirtj Ea^i+i —> Pi+i implique I’existence d’une unique application / : —>■ Pi+i 

telle que pour tout objet a de A et tout Xa € Ea,i+i, on ait /da(xa) = ficcaixa)). Or, 
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pour tout X S Ei+i, il existe un objet a de A et Xa & i?a,i+i tel que x = aa(xa)- On 
a done 

sifix)) = sifiaaixa))) = s{l3a{Xa)) = l3a{s{Xa)) 

= Faa{s{xa)) = F{s{aa{xa))) = F{s{x)) , 

et de meme t{f{x)) = F{t{x)). Comme F engendre librement C au sens des poly- 
graphes, en vertu de la condition (b) de 1.8, il existe done un unique oo-foncteur 
G : —> D tel que 

= F et G\F,+i = f . 

Il reste a prouver que pour tout objet a de A, on a /3a = G o Or, on a les 

egalites 

l3a\T^tP{a) =F 0 T^-aa = Glr^iGor^-Oa = G o T^.^;^Q;a|T^*3^(a) , 

et pour tout Xa G Fa^^+l, on a Pa{Xa) = fiaaixa)) = G{aaixa)), d’ou 

Pa\Fa^i^l — Go T^^^-^CXa\Fa^i-\-l • 

Comme Fa engendre librement P{a) au sens des polygraphes, en vertu de la partie 
unicite de la condition (b) de 1.8, on a done /3o = G o ce qui acheve la 

demonstration. □ 

Remarque 1.11. — On verifie facilement que la proposition reste vraie si I’on rem- 
place I’hypothese que pour tout objet a de A, I’ensemble Fa engendre P{a) librement 
au sens des polygraphes par I’hypothese plus faible qu’il I’engendre par compositions. 
En revanche, on doit toujours supposer que I’ensemble F engendre librement G au 
sens des polygraphes. On n’aura pas besoin de ce resultat dans la suite. 

1.12. — Soit G une oo-categorie. On note G° la oo-categorie duale de G, obte- 
nue en inversant le sens des i-fleches pour tout i > 0. On definit ainsi un endo- 
foncteur involutif T> : oo-Cat —> oo-Cat. Plus generalement, pour toute partie J 
de N* = N ^ {0}, on definit un endofoncteur involutif Vj : oo-Cat —> oo-Cat en as- 
sociant a une oo-categorie G la oo-categorie obtenue a partir de G en inversant le 
sens des i-fleches pour i G J. On dira que 'Dj{C) est le J-dual de G. Par definition, 
on a = Un* • Deux autres cas particuliers sont importants : le dual pair et le dual 
impair de G. Le dual pair (resp. impair) de G, note G^ (resp. ^G), est le J-dual de G 
pour J = 2N* (resp. pour J = 2W - 1). On remarque que G° = ^(G^) = (^G)'^. 

Pour tout entier n ^ 0, une n-categorie G admet un objet quasi-final si et seulement 
si la n-categorie G° admet un objet quasi-initial, et un objet de G est quasi-final si 
et seulement si il est un objet quasi-initial de G°. 
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2. La categorie des complexes diriges augmentes 

2.1. — Dans [23], Steiner a introduit la notion de complexe dirige augmente. On 
rappelle qu’un complexe dirige augmente est un triplet (K, K* , e), ou 

<in + l „ d„ dn-l d^ dl 

K = -^ Kn -> Kn-1 -)•-)■ Ki -> Kq 


est un complexe de chaines de groupes abeliens en degres positifs, e : Kq —)■ Z une 
augmentation (de sorte que dndn+i = 0 pour n ^ 1, et edi = 0), et K* = 
est un sous-monoide gradue du monoi’de gradue sous-jacent au complexe K, autre- 
ment dit, pour tout n ^ 0, -ftT* est un sous-monoide du groupe abelien Kn- On ne 
demande aucune compatibilite des differentiels dn ou de I’augmentation avec les K^. 
Le complexe K sera considere souvent comme un complexe indexe par Z en posant 
Ki = 0 pour z < 0 et dj = 0 pour z ^ 0 : 


Kn 


Kn-'X 


dn-1 


d2 




^Kn 


^0 - ^0 - 


Le complexe dirige augmente {K,K*,e) sera note souvent, par abus, simplement K. 

Un morphisme de complexes diriges augmentes f : {K,K*,e) —>■ {K', K'*, e') est 
un morphisme de complexes / : K —> K' compatible a I’augmentation (au sens ou 
e'/o = e) et tel que pour tout rz > 0, on ait fniK*) C K'n . On note Cda la categorie 
des complexes diriges augmentes. 


2.2. — Un morphisme de complexes diriges augmentes z : {K', K'*, e') — > {K, K*, e) 
est un monomorphisme si et seulement si pour tout rz ^ 0,1’application z„ : K'^ —> Kn 
est injective. On dit alors que {K', K'*,e') est un sous-complexe dirige augmente 
de {K, K*, e). On dit que le monomorphisme z est strict (et que le sous-complexe 
dirige augmente {K', K'*, e') de {K, K*, e) est strict) si pour tout rz ^ 0, on a I’egalite 
K'* = in^{K*). On verifie facilement que cette terminologie est compatible avec la 
notion generate de monomorphisme strict de [6]. 

Soient {K,K*,e) un complexe dirige augmente et i : {K',e') —> {K,e) un mono¬ 
morphisme de complexes augmentes. Alors il existe une unique structure de complexe 
dirige augmente sur (K', e') faisant de z un monomorphisme strict de complexes di¬ 
riges augmentes. On dira qu’elle est la structure induite par celle de {K,K*,e). Elle 
est definie en posant K'* = z“^(Ar*), pour rz ^ 0. 

2.3. — Soit z : {K',K'*,e') — > {K,K*,e) un monomorphisme de complexes diri¬ 
ges augmentes. On suppose que e' = 0 (ce qui est par exemple le cas si Kq = 0). On 
definit alors un complexe dirige augmente guotient {K", K"*, e") comme suit. Le com¬ 
plexe K" est le complexe quotient de K par le sous-complexe K'. Pour rz ^ 0, le sous- 
monoide A""* de K'n est I’image de A"* par la surjection canonique Kn —> Kn/K'n. 
L’augmentation e" est deduite de I’augmentation e par passage au quotient, ce qui 
est licite puisque par hypothese e zq = e' = 0. La surjection canonique K — > K" 
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definit alors un morphisme de complexes diriges augmentes satisfaisant a la propriete 
universelle des quotients. 

2.^. — La categorie Cda est cocomplete. Soit K : I —^ Cda, * I— {K(i), K(i)*, e{i)), 
un foncteur de source une petite categorie I. La limite inductive {L,L*,e) de K est 
obtenue comme suit. Le complexe L est la limite inductive des K(i) dans la categorie 
des complexes. L’augmentation e est definie par la propriete universelle des limites 
inductives. Pour n ^ 0, L* est le sous-monoide de engendre par la reunion des 
images des sous-monoi'des K(i)'^ par les morphismes canoniques K{i)n —> Ln, pour i 
dans I. La propriete universelle se verifie alors sans difficulte. On remarque que les 
foncteurs « complexe sous-jacent » et « complexe augmente sous-jacent » commutent 
aux limites inductives. 


2.5. — La categorie Cda admet un objet final Z qui est defini par 




Jo, si n > 0 , 
\Z , si n = 0 , 


Zq = Z et e = Iz . 


En effet, pour tout complexe dirige augmente {K,K*,e), il existe un et un seul mor- 
phisme de complexes augmentes p vers Z, qui est defini par pn = 0, pour n > 0 
et po = e. 


2.6. — Plus generalement la categorie Cda admet des petites limites projectives. Soit 
K : I —!■ Cda, i 1-^ {K(i), K(i)*, e{i)), un foncteur de source une petite categorie I. La 
limite projective {L, L*, e) de K est obtenue comme suit. Le complexe augmente {L, e) 
est la limite projective des {K{i),e{i)) dans la categorie des complexes augmentes. 
Explicitement, pour n > 0, L„ est la limite projective des K{i)n dans la categorie des 
groupes abeliens. Pour n = 0, Lq est le sous-groupe de la limite projective des K{i)o 
dans la categorie des groupes abeliens defini par 

Lo = {(a^ijiGOb / G |imiC(i)o | Vj, fc G Ob/, e{j){xj) = e{k){xk)} . 

Les sous-monoi'des L* sont definis de fagon analogue. Pour n > 0, L* est la limite 
projective des dans la categorie des mono'ides commutatifs. Pour n = 0, Lg 

est le sous-mono'ide de la limite projective des /C(z)o dans la categorie des mono'ides 
commutatifs defini par 

Lq = {(xijigob / G |im/C(z)o \ yj,k G Ob/, e{j){xj) = e{k){xk)} . 

La propriete universelle se verifie facilement. 


2. 7. — On pent montrer sans difficulte que la categorie Cda est localement presen¬ 
table. 


2.8. — On dit qu’un morphisme / : {K,K*,e) —^ {K', K'*,e') de Cda est concen¬ 
tre en degre 0 si /„ = 0 pour n > 0. L’application / i —> /g etablit une bijection 
entre les morphismes concentres en degre 0 et les morphismes de groupes abeliens 
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/o : Kq — !■ Kg tels que fodi = 0, /o(i^o) C Kg et e'/o = e. On dira alors que / est 
le morphisme concentre en degre 0 defini par /q. 


2.9. — On dit qu’un complexe dirige augmente (K, K* , e) est decent si pour tout x 
dans Kg, on a e(a;) € N. L’objet final Z de la categorie Cda n’est pas decent. La 
sous-categorie pleine de Cda formee des objets decents admet un objet final Z' qui est 
defini par 


Jo, si n > 0 , 
\Z, si n = 0 , 


Z^g = N et e = Iz • 


2.10. — On dit qu’un morphisme / : {K, K*, e) —> {K', K'*, e') entre complexes di- 
riges augmentes decents est constant s’il se factorise par Z'. Alors / est un morphisme 
concentre en degre 0, /g se factorise par Z, 

iCg ^ Z ^ iC' , 

et si cg est I’image dans Kg de 1 G Z par la fleche de droite, alors cg G Kg , e'(cg) = 1 
et pour tout x G Kq, on a fo(x) = e(x)cg. Reciproquement, pour tout cg G Kg tel 
que e'(cg) = 1, le morphisme de groupes abeliens 

fo : Kq — Kg , X I—^ e(a;)cg , 

satisfait aux conditions /gdi = 0, fo{Kg) C Kg et e'fo = e du paragraphe 2.8, et le 
morphisme de complexes diriges augmentes / concentre en degre 0 defini par /g est 
un morphisme constant. On dira que / est le morphisme constant defini par cg et que 
Cg est la valeur du morphisme constant /. 


2.11. — Soient f,g : {K,K*,e) {K',K'*,e') deux morphismes de complexes 

diriges augmentes de meme source et meme but. Une homotopie de f vers g est une 
famille h = {hn)nGnj ou hn ■ Kn —> K'n+i 6st un morphisme de groupes abeliens, 
telle que : 

a) pour tout n ^ 0, on a hn{K*) C ; 

b) pour tout n ^ 0 et tout x G Kn, on a + hn-idn){x) = g„(a;) — fn{x) 

(en posant h_i = 0). 

Conformement a I’usage, quand aucune ambigui’te n’en resulte, on omettra les 
indices de d, h, f, g, etc. 


2.12. — Soient {K,K*,e) un complexe dirige augmente, et J une partie de 
N* = N \ {0}. Le J-dual de {K,K*,e) est le complexe dirige augmente {K',K*,e), 
oil K' est le complexe ayant meme groupe abelien gradue sous-jacent que K et dont 
la differentielle d' est definie par 

dj , j (z J , 
dj , j €N* '-J , 
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autrement dit, d' = ou x ^ N* —> {0,1} est la fonction caracteristique 

de J. On definit ainsi un endofoncteur involutif Dj : Cda —^ Cda associant a {K, K*, e) 
son J-dual. Le dual du complexe dirige augmente {K, K*, e) est son N*-dual, et il est 
note (K, K*,e)°. 

2.13. — Solent /, g : {K, K*, e) {K', K'*, e') deux morphismes de complexes di- 
riges augmentes. On verifie aussitot qu’une homotopie h de morphismes de complexes 
diriges augmentes de / vers g induit une homotopie de complexes diriges augmentes 
de g° vers f°. Pour une partie arbitraire J de N*, I’homotopie h ne definit pas en 
general une homotopie entre Dj{f) et Dj{g), mais seulement une variante J-tordu de 
la notion d’homotopie qu’on n’aura pas besoin d’expliciter ici (la variante N*-tordu 
d’une homotopie de / vers g etant exactement une homotopie de g vers /). 


3. Rappels de la theorie de Steiner 

Tons les resultats de cette section sont dus a Steiner [23], Pour commencer, Steiner 
definit un couple de foncteurs adjoints 

A : oo-Cat —> Cda , v : Cda —^ oo-Cat 

comme suit. 

3.1. — Soit C une oo-categorie. Pour i ^ 0, le groupe de chaines X{C)i est le groupe 
abelien engendre par les elements [ a; ], pour x une z-cellule de C, soumis aux relations 
[x y] = [x] + [y], pour 0 ^ j < i et x,y des z-cellules j-composables de C. 
Le sous-monoi'de A(C')* de A(C)i est le sous-monoi'de engendre par les [x], x G Cj. 
Pour i > 0, la differentielle di : X{C)i —> X{C)i-i est definie sur les generateurs par 
di([x]) = [t(x)] — [s(a;)]. L’augmentation e : A(C')o —Z est definie par e([a;]) = 1, 
pour X € Co ■ On verihe facilement que si x est une i-cellule identite de C, on a 
[x] = 0, et par suite, si C est une n-categorie, on a X{C)i = 0 pour i > n. 

Si f : (7 —> D est un oo-foncteur, le morphisme de complexes diriges augmentes 
X{F) : A(C') —^ X{D) est defini en posant A(F)i([a;]) = [ 1 ^( 0 ;)] pour i ^ 0 et a; G Cj. 

3.2. — Soit {K,K*,e) un complexe dirige augmente note plus simplement K. Les 
z-cellules, z ^ 0, de la oo-categorie ^{K) sont les tableaux 

^i-1 \ 

xl-i xjj 

tels que : 

a) xf. G K^, pour e G {0,1} et 0 < /c ^ z; 

b) 4(4) = ^k-i - 4-i> pour £ G {0,1} et 1 < fc < i; 

c) e(a:g) = 1, pour £ G (0,1} ; 

d) x° = x]. 
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On posera souvent x^ = En particulier, les objets de v{K) sont les tableaux x 

de la forme 

a; = I ° I avec Xq G Kq , e(a;g) = 1 . 

V^o/ 

Ainsi, on identifiera I’ensemble des objets de p(A') avec I’ensemble des elements Xq 
de Kq tels que e(a:Q) = 1. En revenant au cas general d’une i-cellule x comme ci-dessus, 
z ^ 0, la (i + l)-fleclie unite de x est donnee par le tableau 


1. = 


0> 


Si z > 0, la source et le but de la z-fleche x sont respectivement les (z — l)-cellules 


<x) = 


^i-2 


^i-1 


et t{x) = 






Si j est un entier tel que 0 ^ j < i, et si 


y = 


iP 

yi-i 

y]-i 


Vi. 


est une z-fleche de v{K) dont la j-cellule but iteree est egale a la j-cellule source iteree 
de x, autrement dit, si 


xl = yl, £ e {0,1}, 0 ^ fc < j 

alors le compose x y est defini par 


et 


X *j y = 


y° 


,0 

i+i 

,1 

i+i 


yj+i 

yj+i 


= y] 


2/r 


On remarque que si rz ^ 0 est un entier tel que pour tout z > zz, on ait = 0, alors 
v{K) est une rz-categorie. 

Si f : K — K' est un morphisme de complexes diriges augmentes, I’image de la 
z-cellule X de v{K) par le oo-foncteur zz(/) est definie par le tableau 

f{xi) /(a;?-i) 

f{xl) ... f{xl_^) f(xj)) 




Proposition 3.3. — Le couple (A, p) est un couple de foncteurs adjoints. 
Demonstration. — Voir [23, theoreme 2. 11], 


□ 


3.4- — Une base d’un complexe dirige augmente {K,K*,e) est un sous-ensemble 
gradue B = de I’ensemble gradue sous-jacent au complexe K tel que 

a) pour tout i ^ 0, Bi est une base du Z-module Ki ; 

b) pour tout i ^ 0, Bi engendre le sous-monoide K* de Ki. 
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3.5. — Soit {K, K*, e) un complexe dirige augmente. Pour i ^ 0, le sous-monoi'de K* 
induit une relation de preordre ^ sur Ki, compatible avec sa structure de groupe, 
definie par 

x^y y-xeK* , 

et alors on a 

K* = {x G K,\x^0} . (1) 

Si ce complexe dirige augmente admet une base B, alors cette relation de preordre 
est une relation d’ordre faisant de Ki un groupe reticule (groupe ordonne tel que 
toute paire d’elements x, y admet une borne inferieure et une borne superieure, qu’on 
notera respectivement x Ay et xV y). L’ensemble Bi est alors exactement I’ensemble 
des elements minimaux de K*. Ainsi, pour un complexe dirige augmente admettant 
une base B, cette derniere est unique et ne constitue pas une donnee supplementaire. 
On se gardera neanmoins de croire qu’un morphisme de complexes diriges augmentes 
admettant des bases envoie necessairement les element de la base de sa source sur des 
elements de la base de son but. 

3.6. — Soit {K,K*,e) un complexe dirige augmente admettant une base B, et 
soit i ^ 0. Tout element x G Ki se decompose de fagon unique en 

X = x+ — X- , x+ , X- ^ 0 , x+ A X- = 0 

(si X s’ecrit comme combinaison lineaire d’elements distincts de Bi, x+ est la somme 
des termes a coefficients positifs et —X- la somme des termes a coefficients negatifs). 
Soit toujours x G Ki. On definit un tableau 

/(x)8 (x)? ... {x)t, (x)0\ 

V(^)o ’ 

oii les {x)%, e G {0,1}, 0 ^ fc ^ z, sont definis par recurrence descendante en posant 

{xr. = {x)i=x 

= {dk{{x)l))_ , 0 < fc < z , 

= (4({a;)fe))+ , 0 < /c < z . 

On verifie facilement que pour e e {0,1} et 0 < /c ^ z, on a dk{{x)%) = (x)l_^ — (x}^_^ 
et {x)%_i G ce qui implique que le tableau {x) est une z-cellule de ^{K) si et 

seulement si on a a; G K* et e((a;)Q) = e{{x)l) = 1. On dit que la base B est unitaire 
si pour tout z ^ 0 et tout b G Bi, (6) est une z-cellule de v{K), autrement dit si 

e((^)o) = e((^)o) = 1- En particulier, pour tout b G Bq, on a alors e{b) = 1, ce qui 


d) On remarquera, d’ailleurs, que se donner une structure de complexe dirige augmente sur un 
complexe augmente {K,e) revient a se donner, pour chaque 2^0, une relation de preordre sur Ki, 
compatible avec la structure de groupe. Ce complexe dirige augmente sera decent si et seulement si 
I’augmentation induit un morphisme d’ensembles preordonnes de Kq vers Z, pour la relation d’ordre 
naturelle sur Z. 
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implique aussitot que Bq = {b & Xq | e(6) = 1} = Oh{v{K)). Si B est une base 
unitaire, i ^ 0 un entier, et & € i?i, on dit que la i-cellule {b) de I'iK) est I’atome 
associe a b. 

Remarque 3.7. — Un complexe dirige augmente {K, K* , e) admettant une base uni¬ 
taire B est decent. En effet, en vertu de ce qui precede, pour tout b G Bq, on a e{b) = 1, 
et comme le monoide Kq est engendre par Bq, on en deduit que e(i4rg) C N. 

3.8. — Soit {K,K*,e) un complexe dirige augmente admettant une base B. Pour 
i ^ 0, on note la relation de preordre sur B engendree par la relation Ri definie 
par 

a Rib il existe j,k > i tels que a G Bj, b G Bk et (a)} A (&)° > 0 . 

On dit que la base B est sans boucles si pour tout i ^ 0, la relation de preordre 
est une relation d’ordre. 

Theoreme 3.9. — Pour tout complexe dirige augmente {K,K*,e) admettant une 
base unitaire sans boucles, le morphisme d’adjonction \v{K) —> K est un isomor- 
phisme. En particulier, la restriction dufoncteurv : Cda —> oo-Cat a la sous-categorie 
pleine de Cda formee des complexes diriges augmentes admettant une base unitaire 
sans boucles est pleinement fidele. 

Demonstration. — Voir [23, theoreme 5.6]. □ 

Theoreme 3.10. — Soit (K,K*,e) un complexe dirige augmente admettant une 
base unitaire sans boucles B. Alors la oo-categorie I'iK) est librement engendree au 
sens des polygraphes par Vensemble des atomes (b), pour b G B. 

Demonstration. — II s’agit d’une reformulation de [23, theoreme 6.1]. □ 

3.11. — Soit iK,K*,e) un complexe dirige augmente admettant une base B. On 
note la relation de preordre sur B engendree par la relation definie par 

{ il existe z > 0 tel que a G i?i-i, b G Bt et a ^ idiib))_ 
ou 

il existe z > 0 tel que a G Bi, h G Bi-i et (di(a))_^ b . 

On dit que la base B est fortement sans boucles si pour tout z ^ 0, la relation de 
preordre est une relation d’ordre. 

Proposition 3.12. — Une base fortement sans boucles d’un complexe dirige aug¬ 
mente est sans boucles. 


Demonstration. — Voir [23, proposition 3.7[. 


□ 
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Proposition 3.13. — Pour toute partie J de N* = N ^ {0}, le carre de foncteurs 


oo-Cat - > oo-Cat 

-Dj 

(cf. 1.12 et 2.12) est commutatif a isomorphisme canonique pres. En particulier, pour 
tout complexe dirige augmente K, on a un isomorphisme canonique v{K°) ~ v{K)°. 

Demonstration. — On verifie immediatement que pour J C N*, et X un complexe 
dirige augmente, les applications 

_(xo x\ ... x°\ _(y^ y'i ... X € {Vjv{K)). = iy{K)i, 


Vo Vi 


i ^ 0, 


x^ , si i € J, 


££{ 0 , 1 }, i^O, 


definissent I’isomorphisme voulu. 


4. Contraction d’nn complexe dirige augmente 

Dans cette section, on se fixe un complexe dirige augmente {K, K* ,e), note sim- 
plement K. On va degager des conditions sufRsantes sur K pour que v{K) admette 
un objet quasi-initial ou quasi-final. 

4.1. — Soient i ^ 0, et ft. un morphisme de groupes abeliens de source Ki. On dit 
qu’une i-cellule 




de I'iK) est h-negligeable si ft(xi) = 0. 


Lemme 4-2. — Soient i > 0, et trois morphismes de groupes abeliens 

hi — \ . Ki—i ^ Ki , hi . Ki ^ Ki^i-i , fti+l . KiJ^\ ^ ftrj_i_2 
satisfaisant aux conditions : 

(*) ft*-i-ift* + hi-idi = iKi (resp. d^+lh^ + fti-ift* = -Ik^ ) , 

(**) h^iK) C K*^, , 


ftj+iftj = 0 . 
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a-i-i 

a\_i Xi 


a”-! 

al-i y, 


sont deux i-cellules paralleles de v{K), et si x est hi-negligeable, alors il existe une 
(i + l)-cellule hi-^-i-negligeable z de C de source x et de but y (resp. de source y et de 
but x). Plus precisement, si I’on pose Zi+i = hiljji) et 


al_^ y^ Zi+i 


(resp. 2 : = 


a*_i yz 2*+i 

^i—l Xi Zi-\-i 


alors z est une {i + l)-cellule hi+i-negligeable de ^{K) de x vers y (resp. de y vers x). 

Demonstration. — Comme j/j G K*, on a, en vertu de la condition (**), Zj+i G 
D’autre part, dtXi = al_i — a^_i = diPi, d’ou di{yi — Xi) = 0 et par suite, comme x 
est /li-negligeable, on a 

— diJ^\hi{jJi Xi) — {diJ^\hi hi—idi))yi Xi) . 

On a done, en vertu de la condition (=»:), 

di+iZi+i =y^-Xi (resp. d^+lZi+l = x^ - pi ). 

On en deduit que z est une {i + l)-cellule de v{K) de x vers y (resp. de y vers x). 
Enfin, en vertu de la condition (*!t:=i<), la (i + l)-cellule z est /li+i-negligeable. □ 


Proposition 4-3. — Soient i > 0, et une famille de morphismes de groupes aheliens 

hj • d^j ^ -^i +1 5 j ^ i 1 ) 
satisfaisant aux conditions : 

(*j) (resp. dj.\-ihj -t- hj—\dj — ) ? J ^ ^ ? 

i**j) h,{K*) C , j ^ , 

i***j) = 0 ) j ^ i ■ 

Si n ^ i est un entier tel gue pour tout j > n, Kj = 0, alors toute i-cellule x 
hi-negligeable de la n-categorie i^iK) est un objet guasi-initial (resp. quasi-final) de 
la (n — i)-categorie Par^(^j(fix) des i-cellules paralleles d x (cf. 1.2 et 1.3). 

Demonstration. — On raisonne par recurrence descendante sur i de n a 1. Soient 
X une i-cellule /li-negligeable de la n-categorie n{K) et y une i-cellule parallele a x. 
En vertu du lemme 4.2, il existe une (i -I- l)-cellule /li+i-negligeable z de iy{K) de x 
vers y (resp. de y vers x). Si i = n, comme v{K) est une n-categorie, z est forcement 
une identite, ce qui implique que y = x, et prouve I’assertion dans ce cas. Si i < n, 
I’hypothese de recurrence, appliquee a la famille de morphismes de groupes abeliens 
{hj)j^i et la (i -I- l)-cellule z, implique que z est un objet quasi-initial (resp. quasi¬ 
final) de la (n — i — l)-categorie Par,,(;^;)(z) qui n’est autre que (x, v) 
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(resp. ), autrement dit (resp. ). 

On en deduit que x est un objet quasi-initial (resp. quasi-final) de la (n — t)-categorie 
Par^^K){x). □ 

Lemme 4-4- — Soient cq une 0-cellule de v{K), et deux morphismes de groupes 
abeliens 

ho-.Ko^Ki, K2 

satisfaisant aux conditions suivantes : 

(*) diho{x) = x — e(x)co (resp. diho^x) = e(x)co — x ) , x G Kq , 


(**) 


ho{K*) C Kl , 


(=l=!|=!|=) hlllQ = 0 . 

Pour toute 0-cellule yo de v{K), il existe une 1-cellule hi-negligeable z de v{K) de 
source cq et de but yo (resp. de source yo et de but cq). Plus precisement, si I’on pose 
zi = ho{yo) et 



(resp. 2 = 


yo zi 

.Co 21, 


), 


alors z est une 1-cellule hi-negligeahle de v(K) de cq vers yo (resp. de yo vers cg). 


Demonstration. — Comme yo G Kq, on a, en vertu de la condition (**), 2 i G K*. 
D’autre part, en vertu de la condition (*), 

c^i( 2 i) = yo- e{yo)co (resp. di{zi) = e{yo)co - yo )• 

Comme e{yo) = 1, on en deduit que z est une 1-cellule de v{K) de cq vers yo (resp. 
de yo vers cq). Enfin, en vertu de la condition (***), la 1-cellule z est /ii-negligeable. □ 


Proposition 4-5. — Soient cg une 0-cellule de v{K), et une famille de morphismes 
de groupes abeliens 

dj • Kj ^ ’ 7^0, 

satisfaisant aux conditions : 

(*o) diho{x) = X — e(x)co (resp. diho{x) = e(a;)co — x ) , x G Kg , 

(*l) dj+ihj -j- hj—±dj — liCj (resp. dj^pihj -\- hj—\dj — ) ? J ^ 1 ? 

(**,) hjiK*)cK*^,, j^O, 

(***j) dj+ihj = 0 , J > 0 . 

Si n ^ 0 est un entier tel que pour tout j > n, Kj = 0, alors cg est un objet 
quasi-initial (resp. quasi-final) de la n-categorie v{K). De plus, cg est une 0-cellule 
negligeahle de v{K), et toute 0-cellule negligeable de I'iK) est egale a cg. 
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Demonstration. — En vertu du lemme precedent, les conditions (*o)) (**o); 
impliquent que pour toute 0-cellule j/o de v{K), il existe une 1-cellule /ii-negligeable z 
de viK) de source cq et de but t/q (resp. de source j/o et de but cq). En vertu de 
la proposition 4.3, les conditions {*j), (***j), j > 0, impliquent que 2 : est 

un objet quasi-initial (resp. quasi-final) de la {n — l)-categorie Par^(^x)(z) qui n’est 
autre que Hom ,,(-p^^(cn.Unl (resp. fz/n. cnl). On en deduit que cq est un objet 

quasi-initial (resp. quasi-final) de v{K). 

Montrons que cq est une 0-cellule /iQ-negligeable de v{K). En efFet, en vertu de la 
condition (^o)? on a 

di/io(co) = Co - e(co)co = 0 , (resp. diho{co) = e(co)co - co = 0 ). 

D’autre part, la condition (*i) implique que d 2 hiho + hodiho = ho, et par suite, en 
vertu de la condition (***o)) hodiho = ho- On a done ho{co) = hodiho{co) = 0. Enfin, 
si xo est une 0-cellule /iQ-negligeable, la condition (* 0 ) implique que 

a^o-co = a;o-e(xo)co = diho^xo) = 0, (resp. co-xo = e{xo)co-xo = diho{xo) = 0 ), 

d’ou Xo = Co- □ 

4^.6. — Les donnees et les hypotheses de la proposition precedente peuvent s’exprimer 
de fagon beaucoup plus compacte. Au complexe dirige augmente K , on associe un 
complexe non borne 


~ dn + l dn 

K = ■ ■ ■ - Kn - > Kn- 

dn~l 

1 - 

d2 di 

- Ki -> Ko ■ 

—^Z 

defini par 




(Kj, 

J >0, 

( , 

J > 1, 

II 

N 

J = -1 , 

d j = < e , 

J = 0, 

lo, 

i < -1, 

lo, 

J < 0, 


muni, pour tout j G Z, du sous-monoide K* du groupe abelien Kj defini par 

(K*, J > 0 , 

k* = \n, j = -i, 

lo, i<-l. 

Une contraction (resp. une contraction duale) du complexe dirige augmente K est 
une homotopie de carre nul du complexe K (resp. du complexe K°, ou K° designe 
le complexe dirige augmente dual de K (cf. 2.12)), de I’endomorphisme nul vers I’en- 
domorphisme identite, compatible aux sous-monoi’des K*, j G Z, ce qui revient a la 
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donnee d’une famille de morphismes de groupes abeliens hj : Kj —> j ^ — 1, 



satisfaisant aux conditions 


(*-l) 


eh-i = Iz , 


(*o) 

di Hq /i- 

-ic = Iko (resp. — dih 

0 -1- h-ie = Iko ) 

(*j) 

dj^ihj hj—idj 

= lKj (resp. - dj+ihj 

- hj^idj = Ikj ) 

*( 

1 


/i_i(N) C K* , 


i**j) 


h,iK*)cK*^,, J 

w 

o 



hj-\-ihj = 0 , j ^ 

-1. 


La donnee du morphisme ft,_i : Z —> Kq revient a la donnee de I’element cg = 

Pour j ^ 1, les conditions coincident avec les conditions (= 1 =^ ) de la proposition 4.5. 
Pour j = 0, la relation (*o) exprime que pour tout x € Kq, 

diho{x) + e{x) .cq = X (resp. — (ii/io(a;) + e(a;).co = x ), 

autrement dit, elle est equivalente a la condition (*o) de la proposition 4.5. Pour 
j ^ 0, les conditions {**j) et coincident respectivement avec les conditions {**j) 

et de la proposition 4.5. Pour j = —1, la condition (7_i) equivaut a 

(1) e(co) = 1 , 

la condition a 

(2) CO G K* , 
et la condition (***_i) a 

(3) ho{co) = 0 . 

On remarque que les conditions (1), (2) et (3) signifient exactement que cq est une 
0-cellule /iQ-negligeable de v{K) (la condition (3) etant en vertu de la proposition 4.5, 
consequence des autres conditions). Ainsi, les propositions 4.5 et 4.3 impliquent le 
theoreme suivant : 
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Theorems -^.7. — Soient n ^ 0, et K un complexe dirige augmente tel que Kj = 0, 
pour j > n. Si K admet une contraction (resp. une contraction duale), alors la 
n-categorie viK) admet un ohjet quasi-initial (resp. quasi-final). Plus precisement, si 
h est une contraction (resp. une contraction duale) de K, et si Von pose cq = ft._i(l), 
alors Co est un objet quasi-initial (resp. quasi-final) de viK). De plus, pour tout i, 
0 ^ i ^ n, si X est une i-cellule hi-negligeable de n{K), alors x est un objet quasi¬ 
initial (resp. quasi-final) de la {n — i)-categoric Parj,(^)(x) des i-cellules paralleles 
a X, Vunique 0-cellule ho-negligeable etant cq. 

Remarque 4-S. — Si le complexe dirige augmente K est decent (cf. 2.9), se donner 
une contraction (resp. une contraction duale) de K revient a se donner un morphisme 
constant de complexes diriges augmentees / : K — K (cf. 2.10) et une homotopie 
de morphismes de complexes diriges augmentes de / vers Ik (resp. de Ik vers /) 
(cf. 2.11). En effet, se donner un morphisme constant de complexes diriges augmentees 
/ : K —> K revient a se donner un element cq de Kq satisfaisant aux conditions (1) 
et (2) du paragraphe 4.6, et une homotopie de morphismes de complexes diriges 
augmentes de / vers Ik (resp. de Ik vers /) est la donnee d’une famille ihj)j^o 
de morphismes de groupes abeliens hj : Kj —> ifj+i satisfaisant exactement, pour 
j ^ 0, aux conditions (^j), {**j) et (***j) de 4.6. 

5. Le nerf d’un complexe dirige augmente 

5.1. — On note Ord la categoric des ensembles ordonnes et applications croissantes, 
consideree comme sous-categorie pleine de la categoric Cat des petites categories. On 
rappelle que la categoric des simplexes A est la sous-categorie pleine de Ord formee 
des ensembles 

Z\„ = {0,1,... ,n} , n > 0 , 
ordonnes par I’ordre naturel. On note 

: Z\„_i — An , n> 0 , O^z^n, 

I’unique injection croissante dont I’image ne contient pas i et 
CTn . Anj-1 y An , TZ^O, 

I’unique surjection croissante qui prend deux fois la valeur z. La categoric A est 
engendree par composition par ces morphismes soumis aux relations simpliciales : 


d si _ si sj-1 

— ^n+l^n 5 

n > 0 , 

0^i<j^n-\-l , 

fjj d _ + 1 

n ^ 0 , 

0 < z ^ J ^ zz , 



zz > 0 , 

0 ^ z < j ^ zz , 

= < 

1a„ , 

rz ^ 0 , 

0< j<zz , i = j,j-\-l, 



zz > 0 , 

l<j-|-l<z^zz-|-l . 
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La categoric des ensembles simpliciaux est la categoric A des prefaisceaux sur A. On 
identifiera, par le plongement de Yoneda, A a une sous-categorie pleine de A. 

5.2. — Soit X un ensemble simplicial. Comme de coutume, on pose 

Xn = X{An) , n > 0 , 

= X{dn) , n > 0 , O^z^n, 

< = : n ^ 0 , 0 < z < n , 

et les elements de sont appeles les n-simplexes de X. On dit qu’un n-simplexe x 
de X est degenere s’il existe to, 0 ^ m < zz, une application croissante ip : A„ —> Am, 
et un TO-simplexe y tels que x = X{p){y) ; on dit qu’il est non degenere s’il n’est pas 
degenere. On note (resp. I’ensemble des n-simplexes degeneres (resp. 

non degeneres) de Y. Tout 0-simplexe de Y est non degenere, et pour n > 0, un 
n-simplexe de Y est degenere si et seulement si il existe i, 0 ^ i < n, et y € Y„_i tel 
que X = 

5.3. — A tout ensemble simplicial Y, on associe un complexe dirige augmente CY, 
appele complexe dirige augmente des chaines de X. Le complexe sous-jacent est le 
complexe des chaines associe a I’ensemble simplicial Y, autrement dit, pour n ^ 0, 
{CX)n est le groupe abelien libre engendre par Y„, et pour n > 0 la differentielle 
dn '. {CX)n —> {CX)n-i cst I’application Z-lineaire definie pour x G Y„ par 

duix) = E (-l)*<(a;) • 

L’augmentation e : (C'Y)o —> Z est I’application Z-lineaire definie pour x G Yq par 
e{x) = 1. Le sous-monoide (CY)* de (C'Y)„ est le sous-monoi'de engendre par la 
base Y„ de (C'Y)„. On definit ainsi un foncteur C : A — Cda- 

5 . 4 . — Pour Y un ensemble simplicial et n ^ 0, on note (Z)Y)„ le sous-groupe 
abelien libre de (C'Y)„ engendre par I’ensemble Y))®® des n-simplexes degeneres 
de Y. Les relations simpliciales impliquent facilement qu’on a, pour n > 0, I’inclusion 
dn{{DX)n) C (OY)„_i, d’ou un sous-complexe DX de CX. En munissant ce com¬ 
plexe de la structure de complexe dirige augmente induite par celle de CX (cf. 2.2), 
on obtient un complexe dirige augmente qu’on notera encore DX, et qu’on appellera 
le eomplexe dirige augmente des chaines degenerees de Y. Comme un morphisme 
d’ensembles simpliciaux envoie les simplexes degeneres sur des simplexes degeneres, 
on en deduit un foncteur D : A —> Cda- 

5.5. — Comme pour tout ensemble simplicial Y, I’ensemble des 0-simplexes degene¬ 
res est vide, on a {DX)o = 0, et en particulier I’augmentation de DX est nulle. On 
en deduit un complexe dirige augmente quotient de CX par DX (cf. 2.3), qu’on no¬ 
tera cY, et qu’on appellera le complexe dirige augmente normalise des chaines de Y. 
Pour tout n > 0, le groupe abelien {cX)n = (CY)„/(OY)„ s’identifie au groupe 
abelien libre engendre par I’ensemble Y"'^®® des n-simplexes non degeneres de Y, et 
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le sous-monoi'de (cX)* de {cX)n au sous-monoi'de engendre par cet ensemble. Dans 
cette identification, pour n > 0, la differentielle est donnee par la meme formule que 
celle de CX (cf. 5.3), appliquee aux seuls simplexes non degeneres et en omettant au 
membre de droite les termes correspondant a des (n — l)-simplexes degeneres. Pour 
n = 0, on a {cX)o = {CX)o, et I’augmentation de cX coincide avec celle de CX. On 
definit ainsi un foncteur c : A — > Cda- 

Remarque 5.6. — Pour tout ensemble simplicial X, les complexes diriges augmen- 
tes CX, DX et cX admettent une base (cf. 3.4), et sont decents (cf. 2.9). 

Exemple 5.7. — Le complexe dirige augmente cZ\„, n ^ 0, se decrit comme suit. 
Pour p ^ 0, un p-simplexe non degenere de I’ensemble simplicial representable Z\„ 
est une application strictement croissante Ap —> Z\„. Ainsi, pour p ^ 0, (cZ\„)p 
(resp. {cAn)p) s’identifie au groupe (resp. au monoi'de) commutatif libre engendre 
par la famille des (p + l)-uplets 

(lo, ii,...,ip), 0 ^ lo < ii < • • • < ip ^ n . 

La differentielle est definie par 

d{io,ii,...,ip)= (-l)''(*o, ■ • ■ ■ Op), P>0, 

oil (io, ...,ik,...,ip) = (io, ■ •. ,ife-i,ife+i,.. .,ip), et I’augmentation par e(io) = 1. 
On remarque que pour p > n, on a (cZ\„)p = 0. Le complexe dirige augmente cZ\„ 
est a base unitaire fortement sans boucles [23, exemple 3.8]. Le theoreme 8.6 qu’on 
demontrera dans la section 8 constitue une generalisation de ce resultat. 

Proposition 5.8. — Les foncteurs C, D,c : A —>■ Cda commutent aux petites li- 
mites inductives. 

Demonstration. — Comme les foncteurs « groupe abelien libre » et « monoide com¬ 
mutatif libre » commutent aux limites inductives, I’assertion concernant C resulte de 
la description des limites inductives dans Cda (cf. 2.4). L’assertion concernant le fonc¬ 
teur D se demontre de la meme fagon en remarquant que pour tout n ^ 0, le foncteur 
associant a un ensemble simplicial X I’ensemble dg ses n-simplexes degeneres 

commute aux limites inductives. En effet, il resulte facilement du lemme d’Eilenberg- 
Zilber [12, 8.3] ou ]13, chapitre II, 3.1] que si Ton note I la sous-categorie pleine de la 
categoric An\^ des objets de A sous A„ formee des couples {Ai,TT : An — Ai) tels 
que TT soit un epimorphisme de A qui n’est pas une identite, alors on a une bijection 
fonctorielle 

cs lin^ A, , 

(Ai,7r)G/ 

et I’assertion resulte de la commutativite des limites inductives entre elles. Enfin, la 
commutativite du foncteur c aux limites inductives resulte de celle de C et D, et de 
la propriety universelle des quotients (cf. 2.3). □ 
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5. 9. — On definit un foncteur nerf N : Cda —^ ^ par 

K I—> {An 1-^ Homc^^{c{An), K)) . 

Le foncteur c commutant aux limites inductives en vertu de la proposition precedente, 
on obtient un couple de foncteurs adjoints 

c : A — ^ Cda , -/V : Cda — A . 

5.10. — On note la classe des equivalences faibles simpliciales, fleches de A 

dont la realisation topologique est une equivalence d’homotopie. On rappelle que 
la categorie localisee est equivalente a la categorie homotopique Hot des 

CW-complexes [ 22 ]. On dit qu’un morphisme / de Cda est une equivalence faible 
si N{f) est une equivalence faible simpliciale. On note Wcda = classe 

des equivalences faibles de Cda- Ainsi le foncteur nerf N induit un foncteur entre les 
categories localisees 

N : Wc//da ^ W^^A - Hot . 

Conjecture 5.11. — Le foncteur N est une equivalence de categories. 


6. Quelques proprietes des orientaux de Street 

6.1. — Soit n ^ 0 un entier. Le n-ieme oriental de Street On est par definition la 
oo-categorie v{cAn) (cf. 3.1 et 5.7). Comme pour tout p > n, on a (cA„)p = 0, 
I’oriental On est une n-categorie. On verifie facilement qu’on a des isomorphismes 


On ^ An 


et que O 2 est la 2-categorie 





ou 


1(1) (0,1)1'^'“''^ 1(2) (0,2)j'<'''^ 1(2) (1,2) 


et 


a =< ( 0 , 1 , 2 ) > = 


( 0 ) 


(0,2) 


( 0 , 1 , 2 ) 


J2) (0,1)+ (1,2) (0,1,2), 

Pour une description explicite des n-categories 0„, pour n ^ 6, voir [25]. 
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6.2. — On note u I’endomorphisme constant du complexe dirige augmente decent 
cAn defini par 

uo : (cZ\„)o —(cZ\„)o , (io) I—(0), 0 < to ^ n . 

Pour tout p ^ 0, on definit un morphisme de groupes abeliens 

hp {cAn^p ^ (c/\7^)p-|-l 


hp{io^ ti,..., tp) — 


(0, to,ti,..., tp), 


to > 0, 
*0 = 0 . 


Proposition 6.3. — La famille {hp)p^^ est une homotopie de carre nul de mor- 
phismes de complexes diriges augmentes, de source I’endomorphisme constant u 
de cAn et de but I’endomorphisme identite, definissant ainsi une contraction du 
complexe dirige augmente cAn (cf. remarque 4.8). 


Demonstration. — II est immediat que pour tout p ^ 0, on a hp{{cAn)*) C {cAn)*_^_l 
et hp+ihp = 0. II suffit done de montrer : 

a) pour tout x € (cZ\„)o, on a diho(x) = x — e(x).(0); 

b) pour tout p, 0 < p ^ n et tout x € (cAn)p, on a (dp+ihp + hp-idp){x) = x. 
Pour prouver (a) et (b), il suffit de verifier ces egalites pour x un element de la base 
de cAn, ce qu’on va faire en omettant, conformement a I’usage, les indices de h et 
de d. Un element (to ,... ,ip) de la base de cZ\„ sera note plus simplement (to ... ip), 
ou en ne gardant que les virgules necessaires pour eviter toute ambigui’te. 

Pour to > 0, on a les egalites dh{io) = d{0,io) = (to) — (0) et pour to = 0, les 
egalites dh{io) = 0 = (0) — (0), ce qui prouve (a). 

Pour p > 0 et 0 ^ to < ti < • • • < tp ^ n, si to > 0, on a 

(d/i + M)(to...tp) =d(0,to...tp) + /i( X) (-l)''(to • ■-4 •.-tp)) 

= (to...tp)+ X (-l)''+^(0,to .. .tfc .. .tp) + X (-l)''(0,to...tfc...tp) 

= (to ... ip) , 
et si to = 0, on a 

{dh +hd){io .. .ip) = h( X (-l)''(to • ■ • 4 ... tp)) 

— (0, il... ip^ — (io ■ ■ • ip) 5 

ce qui prouve (6). □ 


6 . 4 . — On note v I’endomorphisme constant du complexe dirige augmente decent 
cAn defini par 

Vo : (cZ\„)o —(cZ\„)o , (to) I—(n), 0 ^ to < n . 
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Pour tout 7 ? ^ 0, on definit un morphisme de groupes abeliens 

hp [c/Sfi'jp ^ (c^n)p+l 

par 

*o(*o) = E {k-^,k) , 

io<k^n 

hp{ioii .. .ip) = E [k - l,k,ii..-ip) , p>0. 

io<k<ii 

Proposition 6.5. — La famille {hp)p^fq definit une homotopie de carre nul de mor- 
phismes de complexes diriges augmentes, de source I’endomorphisme identite de cAn 
et de but I’endomorphisme constant v, definissant ainsi une contraction duale du com- 
plexe dirige augmente cAn (cf. remarque 4.8). 

Demonstration. — II est immediat que pour tout p ^ 0, on a h'p{{cAn)p) C (cZ\„)Ei 
et hp_f_ihp = 0. II suffit done de montrer : 

a) pour tout x G (cZ\„)o, on a dih'Q^x) = e(x).(n) — x ; 

b) pour tout p, 0 < p ^ n et tout x G (cAn)p, on a (dp+ih'p + h'p_idp){x) = —x. 

Pour prouver (a) et (b), il suffit de verifier ces egalites pour x un element de la base 
de cAn, ce qu’on va faire en omettant, comme dans la preuve precedente, les indices 
de h' et de d. Un element (io,..., ip) de la base de cZ\„ sera egalement note (to • • ■ ip), 
ou en ne gardant que les virgules necessaires pour eviter toute ambigui’te. 

Pour 0 ^ to ^ n, on a 

dh'{io)=d{ E ik-^,k)) 

io<k^n 

= E (k)- E (fc - 1) = (n) - (to) , 

iQ<k^n io<.k^n 

ce qui prouve (a). 

Pour 0 ^ to < ti ^ n, on a 

{dh'+ h'd){ioii) = d[ E (k - t,k,ii)) + h'{ii - io) 

io<k<ii 

= E ik,ii)- E (fc-l,ti)+ E {k-l,k) 

io<k<ii io<k<ii io<k<ii 

+ E ik-l,k)- E {k-l,k) 

ii<k^n io<.k^n 

= (ti - l,ti) - (to,ti) - (ti - l,ti) = -(to,ti) , 


ce qui prouve (6), dans le cas p = 1. 
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Pour p > 1 et 0 ^ io < *1 < • • • < ^ n, on a 

dh'{ioii ■ ■ .ip) = d{ (k - .. .ip)) 

io<k<ii 

= E *1 • • ■ *p) - E (* - *1 • ■ • *p) + E E (-l)'+^(fc -l,k,ii...ii...ip) 

io<k<.ii zo<fc<ii iQ<.k<.ii l^l^p 

= {ii - l,ii.. .ip) - {io,ii.. .ip) + E E {k - l,k,ii.. .ii.. .ip) 

l^l^p iQ<.k<.ii 

et 

h'd{ioii. ■ .ip) = h'{ E (-l)'(*o*i v)) 

= E (fc-l,fc,i2...ip) - E (fc-l,fc,i2...ip) 

ii<k<i2 io<k<i2 

+ E (-1)' E ik-l,k,ii...ii...ip) 

2^l^p io<.k<ii 

= - E {k-l,k,i2...ip)+ (-1)^ E ik-l,k,ii...ii...ip) 

io<k^ii 2^l^p io<.k<ii 


=-{ii - l,ii,i2 .. .ip) + E (-1)^ E ik-l,k,ii...ii...ip) 

l^l^p io<k<ii 

et par suite 

{dh' + h'd){ioii ... ip) = -(ioii ... ip) , 
ce qui prouve (6), dans le cas p > 1. 


□ 


Theoreme 6.6. — L ’oriental de Street On satisfait aux proprietes suivantes : 

a) L’objet (0) de On est un objet quasi-initial et (n) un objet quasi-final. 

b) Si 1, les 1-fleches 

f{0) (0,n)\ /(O) (0,l) + (l,2) + .-- + (n-l,n)\ 

\{n) {0,n)J \{n) (0,1) + (1,2) + ■ ■ ■ + {n - l,n)) 

de On sont respectivement un objet quasi-initial et un objet quasi-final de la 
{n — l)-categorie Hom ^o ffO). (n)). 

c) Si n ^ 2, les 2-fieches 

/(O) (0,n) (0,l,2) + (0,2,3) + --- + (0,n-l,n)\ 

\{n) (0,l) + (l,2) + --- + (n-l,n) (0,1, 2) + (0, 2, 3) + • • • + (0, n - 1, n)^ 

et 

/(O) (0,n) (0, l,n) + (1, 2,n) H -h (n - 2, n - 1, n)\ 

\(n) (0,1) + (1, 2) + • • • + (n — 1, n) (0,1, n) + (1, 2, n) + • • • + (n — 2, n — 1, n)/ 

de On sont respectivement un objet quasi-initial et un objet quasi-final de la 
(n — 2)-categorie 

Horn (0,l) + (l,2) + --- + (n-l,n)\\ 

i0,n)J ' \{n) (0,1) + (1,2)H- \-(n-l,n)Jj' 
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Demonstration. — En vertu de la remarque 4.8, le theoreme est consequence imme¬ 
diate du theoreme 4.7 et des propositions 6.3 et 6.5, vu que 

/i(0) = 0, /i(0,n) = 0, /i((0,l,2)-h(0,2,3)-h----h(0,n-l,n)) =0 

et 

h'{n) = 0 , /i'((0,1) -h (1, 2) -h • • • (n - 1, n)) = 0 , 

/i'((0,1, n) -I- (1, 2, n) -I- • • • -I- (n — 2, n — 1, n)) = 0 , 

on h et h' designent les homotopies des propositions 6.3 et 6.5. □ 

Remarque 6.7. — Si 0 ^ z < j ^ n et si I’on pose m = j — i, I’application k \—> k + i 
induit une inclusion de Om —t On telle que pour tout couple x, y de p-cellules paral- 
leles de Om, P ^ 0, I’inclusion Hom ^o (x. v) —> Horo m (x. v) soit un isomorphisme. 

En appliquant le theoreme precedent a Om, on en deduit que la (n — l)-categorie 

Hom ,^ ((z), (j)) admet a la fois un objet quasi-initial et un objet quasi-final, (i) etant 
un objet quasi-initial et (j) un objet quasi-final. 

Conjecture 6.8. — Pour tout couple parallele de i-cellules x,y de On, 0 ^ i < n, 
si la (n — i — l)-categorie Hom .p (x, v) est non vide, alors elle admet un objet quasi¬ 
initial et un objet quasi-final. 

Remarque 6.9. — Pour z = 1 cette conjecture resulte du theoreme A.5. 


7. Le nerf de Street et les equivalences faibles oo-categoriques 

7.1. — La restriction a A du foncteur compose 

A -^ Cda -^ OO-Cat , An I - On 

definit un objet cosimplicial de oo-Cat. Par le precede de Kan, on en deduit un couple 
de foncteurs adjoints 

Coo : A —> CO-Cat , N^o ■ co-Cat —!■ A , 

Coo etant I’unique foncteur, a isomorphisme unique pres, commutant aux limites in- 
ductives et dont la restriction a A coincide avec celle de vc, et A^oo etant defini par 

C I —> (A„ I —>• Horrioo-Coz(On) C*)) • 

7.2. — Vu la description des orientaux On pour 0 ^ n ^ 2 (cf. 6.1), pour toute 
oo-categorie C, les 0-simplexes de I’ensemble simplicial Nao{C) s’identifient aux objets 
de C, ses 1-simplexes aux 1-fleches de C, et les 2-simplexes aux diagrammes dans C 
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de la forme 



D’autre part, vu que les foncteurs Coo, 


et 


^20 

-^ X2 


Sns , 

C\— 

^ Ob C 

£ns , 

X \— 

^Xo 


commutent aux limites inductives, pour tout ensemble simplicial X, on a des bijections 
fonctorielles 

Ob Coo ^ — Ob Coo llrr^ — lln^ Ob Coo 






= ^ Ob ~ 1^ lin^ Am) ^ Xq , 

Am->-X Am^X ^Am^X ° 

identifiant les objets de Coo(-^) aux 0-simplexes de X. De plus, la fonctorialite du 
morphisme d’adjonction Coo-ZVqo — > loo-Cat, appliquee au oo-foncteur Oq ci Aq — ,■ C, 
pour C une cx)-categorie, implique aussitot que le cx)-foncteur CaoNocC — > C induit 
I’identite sur les objets. 


7.3. — On dit qu’un morphisme F de oo-Cat est une equivalence faible si Nao{F) 
est une equivalence faible simpliciale. On note Woo-Cat = X^^{W^) la classe des 
equivalences faibles de oo-Cat. Ainsi le foncteur nerf Noo induit un foncteur entre les 
categories localisees 

^ : W'^Catoo-Cat ^ Hot . 

On dit qu’une oo-categorie C est aspherique (ou faiblement contractile) si le mor¬ 
phisme de C vers I’objet hnal e de oo-Cat (oo-categorie ayant un seul objet et les 
identites iterees de cet objet comme seules cellules) est une equivalence faible, autre- 
ment dit si I’ensemble simplicial Noo{C) est faiblement contractile. 

Conjecture 7.4^. — Le foncteur Noo est une equivalence de categories. 


Proposition 7.5. — Les triangles de foncteurs 



A 




Cda 


sont commutatifs (a isomorphisme canonique pres). 
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Demonstration. — Par adjonction, il suffit de montrer la commutativite de celui de 
gauche. Or, pour n ^ 0 et K un complexe dirige augmente, on a des bijections 
fonctorielles 

{Noo’^K)n = Homoo-Cati’^cAn, I^K) cs Homc^^{XiycA„, K) 

~ Home,(cZ\„,K) = (AfX)„ 

la premiere par adjonction (cf. proposition 3.3) et la seconde en vertu du theoreme 3.9, 
de la proposition 3.12 et de I’exemple 5.7, ce qui prouve I’assertion. □ 

Corollaire 7.6. — On a I’egalite We, = i^~^(Woo-Cat) et en particulier le fonc- 
teur V induit un foncteur v : We^Cda —t triangle de foncteurs 

We^Cda-^ W-'e^oo-Cat 



est commutatif. 

Demonstration. — Le corollaire est consequence immediate de la proposition 7.5. □ 

Remarque 7.7. — En vertu du corollaire precedent, les conjectures 5.11 et 7.4 im- 
pliquent que le foncteur u est une equivalence de categories. 

Theoreme 7.8. — Soit C une oo-categorie. Si C admet un ohjet x tel que pour tout 
objet y de C la oo-categorie x) (resp. Hom .^(a:, v)) soit aspherique, alors C 

est aspherique. 

Demonstration. — Ce resultat sera obtenu dans [3] comme corollaire d’un theoreme A 
oo-categorique. □ 

Corollaire 7.9. — Soient n ^ 0 un entier, et C une n-categorie. Si C admet un 
objet quasi-final (resp. quasi-initial), alors C est aspherique. 

Demonstration. — Si n = 0, C consideree comme oo-categorie est un objet final de 
oo-Cat et par suite, I’ensemble simplicial Nao{C) est isomorphe a Aq, ce qui prouve 
I’assertion dans ce cas. Si n > 0, par hypothese, il existe un objet x de C tel que pour 
tout objet y de C la (n— l)-categorie Hom .^fi/. x) (resp. !Hpm^(a:, j/)) admette un ob¬ 
jet quasi-final (resp. quasi-initial). Par I’hypothese de recurrence la (n — l)-categorie 
Hqm^(j/, x) (resp. Hom .^fa;, y)) est alors aspherique. L’assertion resulte done du theo¬ 
reme precedent. □ 

Theoreme 7.10. — Soit F : C — > D un morphisme de oo-Cat. Si F induit une 
bijection des ensembles des objets et si pour tous objets x,y de C le morphisme 
Hom .^(x, v) — > Horn p(E(x), F(v)) induit par F est une equivalence faible, alors F est 
une equivalence faible. 
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Demonstration. — Ce resultat sera obtenu dans [4] comme consequence de la com- 
paraison du nerf de Street avec une variante bisimpliciale de ce nerf. □ 

7.11. — Soit n ^ 0. On note Nn la restriction du nerf de Street N^o a n-Cat, compose 

de I’inclusion : n-Cat —> oo-Cat et de -/Vqo- Le foncteur Nn admet comme adjoint a 
gauche le compose de I’adjoint a gauche de iVoo et du foncteur de troncation 

intelligente (cf. 1.3). Explicitement, si C est une n-categorie et p ^ 0, on a 

{NnC)p = Hom„-cat(r^„C’p,C') . 

On verifie facilement que le 1-tronque Op n’est autre que I’ensemble ordonne Ap, 
et par suite le foncteur Ni coincide avec le foncteur nerf usuel Cat — A. 

7.12. — Une equivalence faible de n-Cat est une fleche F de n-Cat telle que Nn{F) 
soit une equivalence faible simpliciale. On note 

Wn-Cat = N-\W^) = i-\Woo-Cat) = FI U-Cat H Woo-Cat 
la classe des equivalences faibles de n-Cat. 

8. Le complexe dirige augmente associe a un complexe simplicial 

8.1. — Pour un ensemble ordonne E, on note I’ensemble de ses parties finies 

non vides totalement ordonnees. On rappelle qu’un complexe simplicial est un 
couple oil E est un ensemble ordonne, et ou ‘P est un sous-ensemble de 

satisfaisant aux deux conditions suivantes : 

a) pour tout element x de E, le singleton {x} appartient a ; 

b) pour tous S £ S' C S, si S' ^ 0, alors S' G <P. 

Un morphisme de complexes simpliciaux / : {Eq,<1>q) —>• {Ei,(l>i) est une application 
croissante / : Eq —^ Ei telle que pour tout S G <?o> on a f{S) G <Pi. On note CS la 
categorie des complexes simpliciaux. 

8.2. — La categorie CS est complete et cocomplete. Si {Ei,<Pi) est un systeme projec- 
tif de complexes simpliciaux indexe par une petite categorie I, sa limite projective est 
le complexe simplicial {E, <P), oii E = |im ^ Ei est la limite projective dans la categorie 
des ensembles ordonnes, et 

<P = {S £ ^E I pour tout z G Ob/, 77^(5') G <Pi} , 

oiiTTi ■. E —> Ei designe le morphisme canonique. Si {Ei,<l>i) est un systeme inductif 
de complexes simpliciaux indexe par une petite categorie /, sa limite inductive est le 
complexe simplicial {E,<P), ou E = lirtj ^ Ej est la limite inductive dans la categorie 
des ensembles ordonnes, et 

^ = {S' G ^E I il existe i £ Oh I et Si £ <Pi tel que S = ei(Si)} , 
ou Ei : Ei —> E designe le morphisme canonique. 
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8.3. — II resulte du paragraphe precedent que le foncteur « ensemble ordonne sous- 
jacent a un complexe simplicial » commute a la fois aux limites inductives et projec- 
tives. En fait, 11 admet un adjoint a gauche et un adjoint a droite. L’adjoint a gauche 
associe a un ensemble ordonne E le complexe simplicial {E, <!>), ou<P = {{x} | x € E}. 
L’adjoint a droite, note k : Ord —> CS, associe a un ensemble ordonne E le complexe 
simplicial {E,^E). Aussi bien I’adjoint a gauche que I’adjoint a droite sont des fonc- 
teurs pleinement fideles. On identifiera parfois Ord a une sous-categorie pleine de CS 
par le foncteur k. 

8.4- — On note egalement k : A —> CS la restriction du foncteur k du paragraphe 
precedent a la categoric des simplexes. On en deduit, par le precede de Kan, un couple 
de foncteurs adjoints 

nr.A^CS, K* :CS ^ A , 

oil A, est I’unique foncteur, a isomorphisme unique pres, commutant aux petites limites 
inductives et prolongeant le foncteur k, et k* est defini par 

{E ,$)\—)■ (Z\„ Homcs{K{Am),iE,^)) = ^omcs{{Sim,^^m),iE,<P))) . 

Ainsi, pour un complexe simplicial {E, <P), I’ensemble des m-simplexes de k*{E, <P) est 
forme des applications croissantes / : Am —> E telles que f{Am) € <P. On en deduit 
que le compose 

Ord —CS A 

associe a un ensemble ordonne son nerf. En particulier, pour tout n ^ 0, on 
a k*(A„,^Z\„) = Z\„. 

8.5. — Dans la suite, on s’interesse au foncteur compose K = ck* 

CS^^A^^Cd. . 

Soit {E,<P) un complexe simplicial. Le complexe dirige augmente K{E,<P) se decrit 
comme suit. Pour p ^ 0, un p-simplexe non degenere de I’ensemble simplicial k*{E, <P) 
est une application strictement croissante Ap —>■ E dont I’image est dans d). Ainsi, 
pour p ^ 0, {K{E,d>))p (resp. {K{E,d>))*) s’identifie au groupe (resp. au monoide) 
commutatif libre engendre par la famille des (p + l)-uplets 

(Oi ii, • • •, ip), {ioi ii, • ■ • 5 ip} C: d? ^ io ^ ii ^ ^ ip . 

La differentielle est definie par 

ii, ■ • ■, ip) = X) ( 1) (io) ■ • ■) ifc) ■ • ■) ip)) P ^ 0 i 

oil (io,..., ifc,..., ip) = (io, • ■ •, ifc-i, ifc+i, ■ • ■, ip), et I’augmentation par e(io) = 1. 
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Theoreme 8.6. — Pour tout complexe simplicial I’ensemble 

B = {{io,ii,...,ip)\p^0, {io,ii,...,ip}€<P, io < ii < ■ ■ ■ < ip} 
est une base unitaire fortement sans boucles du complexe dirige augmente 


Demonstration. — En vertu de la description de K{E, <1>) donnee au paragraphe pre¬ 
cedent, I’ensemble B est bien une base du complexe dirige augmente K{E,<P). On 
abregera la notation des elements de la base B en posant 

io'l'i''' ip — (O 5 ■ 5 • 


Pour montrer que cette base est fortement sans boucles, 11 suffit de definir une relation 
d’ordre sur B moins fine que la relation de preordre autrement dit, vue la 
definition de la relation et celle de la differentielle de K{E,<P), telle que 


(*) 


*0*1 ■ ■ ■ ik ■ ■ ■ ip ^ ioii ■ • - ip , pour k impair, 

*0*1 ■ ■ - ip =4 *0*1 ■ ■ - ik- • - ip , pour k pair. 


pour tous p ^ 1 et i^ii ■ ■ ■ ip € B. On definit une telle relation 


*0*1 ''' ip =4 joji''' jq 

sur B par recurrence sur p comme suit. Si p = 0, 


*0 ^ JOjl ■ ■ ■ jq 


io ^ jo ■ 


Pour p > 0, 

*0*1 ' ' ' ip =4 jojl ' ' ' jq 


ou 


^o < Jo 

fo ~ Jo ) ^ ^ 0 7 ji''' jq ^ ii''' ip • 

Verifions que la relation ainsi definie est une relation d’ordre. La reflexivite de ^ est 
consequence immediate de la reflexivite de la relation d’ordre ^ sur E. Pour montrer 
I’antisymetrie supposons que I’on ait 


*0*1 ' ' ' ip ^ jojl ' ' ' jq jojl ' ' ' jq ^ *0*1 ' ' ' ip . 

La situation etant symetrique, on pent supposer que q ^ p. On raisonne par recurrence 
sur p. L’antisymetrie de la relation ^ implique aussitot que *0 = jO) ce qui prouve en 
particulier le cas p = 0. Si p > 0, comme *o = Joj la premiere relation implique que 
g > 0 et ji • • • Jg ^ *1 ■ ■ ■ *p 6t la deuxieme que ii • ■ - ip =4 ji ■■■ jq- H resulte done de 
I’hypothese de recurrence que ji • ■ • jq = ii - ■ - ip, ce qui prouve I’antisymetrie. Pour 
montrer la transitivite, supposons que Ton ait 


*0*1 ' ' ' ip =4 jojl ' ' ' jq at jojl ' ' ' jq ^ kf^ki • - • kr 
et prouvons que 


*0*1 *' * f-p ^0^1' *' kj. . 

On raisonne par recurrence sur I = max{p, r}. La transitivite de la relation ^ implique 
aussitot que *0 ^ fcoj ce qui prouve en particulier le cas p = 0 et a plus forte raison 
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le cas I = 0. Dans le cas general, si zq < jo on jo < fco) on a zq < fco et I’assertion est 
evidente. Reste le cas on zo = jo = /co et p > 0. Alors la premiere relation implique que 
g > 0 et ji • • • jg ^ zi • • • Zp et la deuxieme que r > 0 et ki ■ ■ ■ kr ^ ji ■ ■ • jq. L’hypothese 
de recurrence implique alors que ki ■ ■ ■ kr ^ ii ■ ■ ■ ip, ce qui prouve I’assertion. II reste 
a demontrer les relations (*). On raisonne par recurrence sur p ^ 1. Pour p = 1, si 
zozi € B, on a 

io ^ ioii ^ ii , 

puisque Zo ^ Zo < * 1 - Supposons done que p > 1, et soit zoZi • • • Zp S R. Si fc = 0, on a 

ZoZi • • • Zp Zi ■ • • Zp , 

puisque zo < zi- Si /c > 0 et /c est pair (resp. impair), comme k — 1 est impair (resp. 
pair), on a par hypothese de recurrence 

ii ‘' ik ‘' ip ^ ii''' ip (resp. ii''' ip ^ ii''' ik ''' ip ) , 

d’ou 

zqZi ''' ip zoZi ''' ik ''' ip (resp. zqZi ''' ik ''' ip ^ i^ii''' ip ) • 

Le fait que la base B est unitaire resulte du lemme suivant. □ 


Lemme 8.7. — En gardant les notations ci-dessus, soient p ^ 0 et zoZi ■ • ■ ip G B . 
Alors pour tout q, 0 ^ q ^ p et e G {0, 1}, on a 

(zoZi • • • Zp)g = ^ ( dg_(_idg_|_2 ■ ■ ■ dp^ ’ (zoZi • • • ip) , 

la somme portant sur les suites d’entiers (fci, k 2 ■ ■ ■, kp-q) de parites alternees tels que 
0 ^ fci < ^2 < • • • < kp-q ^ p, rentier ki etant pair si e = 1 et impair si e = 0. En 
particulier, 


et 


(zoZi • • • ip)I — zoZp , (zoZi • • • ip)I — zqZi -t- ziZ2 “!“••• ip—iip 


(zoZi • • • Zp)q — Zo , (zqZi • • • ip) I — z 


Demonstration. — Fixons un entier p ^ 0. Pour tout g, 0 ^ <7 ^ p, on pose 


Iq — {(/Zl, k2, • . • , kp—q) I 0 ^ k± < k2 ^ ^ kp—q ^ p} , 

et pour tout K = {ki, k 2 ,..., kp-q) € Iq, on note dp I’operateur simplicial 

d^^ ...d’^f-i 

^p ^q+l^q+2 '^p 1 

etant entendu que s\ q = p, de sorte que la suite K soit vide, I’operateur dp est 
I’identite. On pose, pour £ € {0,1}, 

Jg" = {(*1,^2, . . . , kp-q) e Iq I (-1)'=^ = (-l)*+^ l^i^p-q}. 

II s’agit done de montrer que pour tout zqZi • • • Zp € R, on a 


(zqZi • • • ip)q — ^ ^ dp (zqZi • • • ip) . 
KdJI 
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On precede par recurrence descendante sur q (de g = p a g = 0). La formule est 
evidente pour q=petq=p — 1. Supposons-la au rang q (avec 0 < q < p) et 
montrons-la au rang q — 1. On considere done 

* * * ’^p) q ~ ^ ^ dqdp (0^1 ‘ ' * ~ ^ ^ ^ d^qdp (0^1 ‘ ' * ^p) ■ 

K&Jl K<^Jl j=0 

En tenant compte de la relation simpliciale 

= d™d^^l , r > 0 , O^m^n^r, 

on en deduit que 

(*) dq{ioh ■ ■ ■ ipVq = ^ , 

-fceji j=o 

oil la fonction 

p : {0,l,...,q} X -!■ Iq-i 

est definie comme suit. Pour 0 ^ j ^ q et K = {ki,... ,kp-q) € J^, 11 existe (en 
posant fco = —1 et kp-q+i = p + 1) un unique entier m(j, K) tel que 

0 ^ m{j, K) ^p-q et km{j,K) <j + w(j, K) < , 

et par definition, 

v{j,K) = {ki,...,km{j,K),j + m{j,K),km{j,K)+i,---,kq) ■ 

L’image de I’application p est la reunion (disjointe) des ensembles Jq-^.l, Jq+ij et 
de I’ensemble Jq\i des suites appartenant a Iq+i ayant exactement un couple forme 
de deux termes consecutifs de meme parite et dont le premier terme est pair. II 
est evident que toute suite appartenant a I’image de p appartient a cette reunion. 
Reciproquement, il y a trois cas a examiner. 

a) La suite {h,... ,lp-q+i) appartient a Jq\i, autrement dit, comporte exacte¬ 
ment un couple de termes consecutifs de meme parite {lr,lr+i)t O^r^p — q, et 

est pair. Alors la suite {h,... ,lp-q+i) admet exactement deux antecedents dans 
{0, X J^, asavoir {ji,Ki) et {j 2 ,K 2 ), ou 

jl — T -f 1 , Ki — (ll, . . . , A 5 • ■ • 5 ^p—g+1) 5 

J2 — ^r+1 T , K 2 — (^l5 ■ • ■ ; ^r+li • • • ; ^p—g+l) • 

En observant que ji et j 2 sont de parite opposee, on en deduit que les deux termes 
correspondants dans la somme de la formule {*) s’eliminent mutuellement. 

b) La suite {li,..., /p_q+i) appartient a Jq+i- Alors cette suite admet exactement 
un antecedent, a savoir (j, K), ou j = li et K = (I 2 ,..., Ip-q+i). Comme j est alors 
impair, le signe du terme correspondant dans la somme de la formule (= 1 ) est —1. 
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c) La suite (/i,... appartient a Alors cette suite admet exactement 

un antecedent, a savoir (j, K), oil j = Ip-q+i — {p — q) et K = {li ,..., Ip-q). Comme 
les parites dans la suite (li,...,/p_q+i) sent alternees, et comme h est pair, on a 
(_l)*p-<!+i = et par suite j est pair. On en deduit que le signe du terme 

correspondant dans la somme de la formule (*) est +1. 

En vertu de ces considerations, on a done I’egalite 

dq^i{iil ' ' ' q — ^ ^ ^ ^ ^p (0^1 ' * ' ^p) 5 

ce qui prouve le lemme. □ 

Remarque 8.8. — La demonstration du theoreme 8.6 est directement inspiree de 
la preuve du cas particulier oil E = An et <P = ^An esquissee par Steiner [ 23 , 
exemple 3.8]. Une preuve detaillee du lemme 8.7, pour ce cas particulier, figure dans 
un texte non public de Burroni et Penon [9]. 

Remarque 8.9. — En gardant les notations de la preuve du theoreme 8.6, il faut 
se garder de croire que pour un complexe simplicial general, la relation d’ordre ^ sur 
la base B coincide avec la relation definie dans le paragraphe 3.11. En effet, la 
relation est obtenue par cloture par transitivite et reflexivite a partir des relations 
« elementaires » 


(1) 

*0*1 • 

■ • * • * ip io'^i * * * ip 5 

pour k impair. 

(2) 

*0*1 ■ 

■ • ip io^i ‘ ' ik ‘' ip 5 

pour k pair. 


pour p ^ 1 et foil ■ ■ ■ ip € B. Ainsi, si par exemple 

£; = Ai={0<1} et <I> = {{0},{1}} , 


I’ensemble des relations « elementaires » ci-dessus est vide et la relation est I’egalite 
sur B, tandis que par definition de ^ on a 0 ^ 1. 

En revanche, si E est totalement ordonne et <? = ^E, alors la relation d’ordre 
coincide avec la relation ^ et est une relation d’ordre total. Pour le voir, il sufRt de 
demontrer cette derniere assertion. En effet, dans la preuve du theoreme 8.6 on a 
montre que pour tous p,q ^ 0 et ioii ■ ■ - ip, joji ■ • ■ jq € B, on a. 

*0*1 ■ • - ip joji ■ ■ ■ jq *0*1 • ■ - ip =4 joji ■ ■ ■ 3q ■ 

Reciproquement, si *o*i'''*p ^ joji'''jq il en resulte qu’on n’a pas I’inegalite 
stricte joji • ■ • jq <n *o*i ' ■ 'ip, et si la relation d’ordre est total, on en deduit 
que io*i • ■ - ip Joji • • - jq- 

Pour montrer que si E est totalement ordonne et <? = ^E, alors la relation d’ordre 
est un ordre total, on observe d’abord (sans aucune hypothese sur (E,<?)) que 
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pour tous p ^ 0 et zoii • • • ip G -B, et tout entier fc, 0 ^ fc ^ p, on a par une application 
repetee de (1) si k est pair 

*0*1 • • • *fc *0*1 • • • *fe*p *0*1 • • • *fc*p-l*p *0*1 • • • *fe+l • ■ - ip *0*1 ' ' ' *p 

et par une application repetee de (2) si k est impair 

*0*1 ■ • - ip *0*1 • • • *fc+l • • • *p *0*1 • • • *fc*p-l*p *0*1 • • • *fc*p *0*1 ' ' ' ik ■ 

On a done 

(3) * 0*1 • • • *fc io*i ■ • - ip , pour k pair, 

(4) io*i ■ • - ip * 0*1 • • • *fc , pour k impair. 

Soient maintenant p, g ^ 0 et io*i ■ ■ 'ip, joji' " jg deux elements de la base B. II 
s’agit de montrer (sous I’hypothese E totalement ordonne et (p = ^E) que 

*0*1 ■ ■ - ip Joji ’' -jq ou joji • ■ • jq * 0*1 ■ • • *p . 

Si I’un d’eux est une section commengante de I’autre, cela resulte des relations (3) 
et (4). On peut done supposer qu’il existe un entier k, 0 ^ k ^ min{p, g}, tel que 

*fc^ — Jfc' ^ 0 ^ k ^ k ^ et *fc 7 ^ jk ■ 

Comme E est totalement ordonne, on a < jk ou jk < *fc, et par symetrie, on peut 
supposer que ik < jk- Supposons d’abord que k soit pair. On distingue plusieurs cas. 

— k = p. Alors on a 

io ■ ■ ■ ip = io ■ ■ ■ ik-iik *o ■ • • *fc-i*fcjfe *o • • • ik-ijk 

= jo • • • jk-ljk jo • • • jq , 

la premiere inegalite resultant de (1) et du fait que comme <P = ^E on a 
{io,..., *fe-i, *fc, jfe} G la deuxieme resultant de (2) et la troisieme de (3). 

— k < p. Alors on a 

io'-'ip *0 • • • *fc-l*fe*fc+l *0 • • • *fe_iZfe+i 

la premiere inegalite resultant de (4) et la deuxieme de (2). Comme E est tota¬ 
lement ordonne, on distingue trois cas. 

• Zfe+i = jk- Alors en vertu de (3), on a 

O • • • *fc-l*fc+l = jo • • 'jk-ljk jo " ' jq - 

• Zfe+i < jk- Alors en vertu du cas fc = p, on a 

io' " ik-iik+i jo • • • jq - 

• jk < ik+i- Alors on a 

*0 • • • *fc-lZfe*fc+l io ■ " ik-likjkik+l 0'’'*fc-l*fcjfe 

0 • • -ik-ljk = jo • • -jk-ljk jo " ' jq ) 
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la premiere inegalite resultant de (1) et du fait que comme (p = on 
a {io,... jk,ik+i} G la deuxieme et la troisieme resultant de 

(2) et la quatrieme de (3). 

Dans le cas ou k est impair, on precede exactement de la meme fa^on, toutes les in- 
egalites etant inversees et les applications de (1) et (2) et de (3) et (4) etant echangees. 

Corollaire 8.10. — Pour tout complexe simplicial la oo-categorie i'K{E^<l>) 

est librement engendree au sens des polygraphes par les atomes 

{ioii---ip), P>0, io < ii < ■ ■ ■ < ip , {io,ii,... ,ip} € <P . 

Demonstration. — Le corollaire est consequence immediate des theoremes 3.10 et 8.6, 
et de la proposition 3.12. □ 

9. La cxo-categorie associee a un complexe simplicial 

9.1. — On dispose de deux foncteurs de source la categoric des complexes simpliciaux 
et but celle des oo-categories, a savoir le compose O = vK 

CS —Cda — oo-Cat , 

et le compose 

CS Aoo-Cat . 

On va montrer que ces deux composes sont canoniquement isomorphes. Plus preci- 
sement, on a un morphisme d’adjonction loo-Cat —t u\ (cf. proposition 3.3), d’ou en 
vertu de la proposition 7.5, un morphisme de foncteurs 

CooK* - > l^XCooK* ~ VCK* = vK = O . 

On va montrer que ce dernier est un isomorphisme. La oo-categorie associee ainsi a 
un complexe simplicial {E,<P) sera parfois appelee I’oriental de {E,<P). 

9.2. — Soit {E,(E) un complexe simplicial. Pour tout S' G on note is I’inclusion 
is '. S —> E et pour tout S' C S, on note is,s' I’inclusion is^s' ■ S' —> S. En conside- 
rant I’ensemble ordonne par inclusion comme une categoric, on definit un foncteur 
<P —> CS en associant a S G I? le complexe simplicial (S, ^S) et a une inclusion S' C S 
dans le morphisme de complexes simpliciaux is,S' ■ {S',^S') —> (S, ^S). Comme 
isis,S' = *S') les morphismes is '■ (S, ^S) —> {E,<P), S G definissent un cone in- 
ductif, d’ou un morphisme canonique de complexes simpliciaux 

lin^(S,eS)^ (£;,<?) . 

SG'P 

Bien que ce morphisme induise une bijection lirq „^^ ^S —> il faut se garder 

de croire qu’il est toujours un isomorphisme. Par exemple, ce n’est pas le cas si 
= {{a;} I X G E} et si la relation d’ordre sur E n’est pas I’egalite. En revanche, il 
est facile de verifier qu’il est bien un isomorphisme si la relation d’ordre sur E est 
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engendree par les couples x,y G E tels que x < y et {x,y} G <P {et a plus forte raison 
si ^ = ^E), mais on n’aura pas besoin de ce resultat. 

Lemme 9.3. — Le morphisme canonique lirq „^^ k*(S, S,S) —> k*{E,<E) est un iso- 
morphisme d’ensembles simpliciaux. En particulier, Vensemble sous-jacent dE s’iden- 
tifie a la limite inductive des ensembles sous-jacents aux S G d>. 

Demonstration. — En gardant les notations du paragraphe precedent, on va mon- 
trer que pour tout n ^ 0, I’application canonique lirq ^^^ k*{S, ^S)n —> K*(E,<P)n 
est bijective, ce qui prouvera la premiere assertion. Un n-simplexe de k*{E,<1>) est 
une application croissante / : Z\„ —> E dont I’image S est dans <1>. L’application / 
induit une application croissante f' : An —> S qui est un n-simplexe de {S, ^S) dont 
I’image par is est /, ce qui prouve la surjectivite. Pour montrer I’injectivite, soient 
/i : A„ —^ Si et /2 : An — S 2 des n-simplexes de k*(Si,^Si) et ^*{ 82 , ^ 82 ) respec- 
tivement ayant meme image / dans K*{E,<P)n. Alors / = isifi = et si S est 

I’image de /, et /' : Z\„ —^ S I’application induite par f,onaSc S'! n5'2, et /i et /2 
sont I’image de f par isi,s et is 2 ,S respectivement, ce qui prouve qu’ils ont meme 
image dans la limite inductive. Enfin, en remarquant que pour tout complexe simpli- 
cial {E,<P), I’ensemble {k*{E,<P))o des 0-simplexes de k*{E,<E) s’identifie a I’ensemble 
sous-jacent a I’ensemble ordonne E, la derniere assertion en resulte. □ 

Proposition 9.4- — Le morphisme canonique lirq „^^ 0(S^ —> 0{E,<E) est un 

isomorphisme de 00 -categories. 

Demonstration. — En vertu du corollaire 8.10, la cx)-categorie 0{E,<E) est librement 
engendree au sens des polygraphes par I’ensemble des atomes 

(ioU'-Up), P>0, io <ii < ■ ■ ■ <ip , {io, ii, ■ ■ ■, ip} € ^ , 

qui s’identifie a I’ensemble De meme, pour tout S' € la oo-categorie 0{S, ^S) est 
librement engendree au sens des polygraphes par I’ensemble des atomes 

(ioii' *' ip) 5 P ^ ) io ^ U ^ ^ ip 5 {io? ii^ ■ • ■, ip} G1 S , 

qui s’identifie a I’ensemble ^S. Comme I’application lirq „^^ —> <P est bijective, la 

proposition resulte done de la proposition 1 . 10 . □ 

Theorems 9.5. — Le morphisme de foncteurs CooK* —> O (cf. 9.1) est un isomor¬ 
phisme. 

Demonstration. — Pour tout complexe simplicial {E,<1>), on a un carre commutatif 
de 00 -Cat 

lin^^^^ Coo«* (S, CS)-^ lin^^^_^ 0{S, ^S) 


CooK*{E,^) 


^0{E,^) 
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dont les fleches verticales sont des isomorphismes, celle de droite en vertu de la 
proposition 9.4, et celle de gauche en vertu de la proposition 9.3 et du fait que Coo, 
etant un adjoint a gauche, commute aux limites inductives. Pour montrer que 
CooK*{E,(!>)—> 0{E,<P) est un isomorphisme, il suffit done de le montrer pour 
{E,<P) = TO ^ 0 (puisque pour tout S' G le complexe simplicial (S,^S) 

est isomorphe a pour to = cardS - 1). Or, CooK*(^m,= Coo(^m) 

est par definition egal a vc{Am) = vck* = 0{Am,^Am)i ce qui prouve 
1’assert ion. □ 

Proposition 9. 6 . — Le foncteur O respecte les monomorphismes. 

Demonstration. — Par definition, O = vK = ven*. Les foncteurs k* et v etant des 
adjoints a droite ils respectent les monomorphismes. Comme I’image par un mono- 
morphisme d’ensembles simpliciaux d’un simplexe non degenere est un simplexe non 
degenere, le foncteur c respecte aussi les monomorphismes, ce qui prouve la proposi¬ 
tion. □ 


10. Le type d’homotopie de la oo-categorie associee 
a un ensemble ordonne 

10.1. — Dans cette section on s’interesse a la restriction du foncteur O a la categorie 
Ord, consideree comme sous categorie pleine de CS via le foncteur k (cf. 8.3). Cette 
restriction sera notee aussi O : Ord —> oo-Cat. 

Lemme 10.2. — Le foncteur O : Ord —V oo-Cat respecte les monomorphismes. 

Demonstration. — Comme le foncteur k est un adjoint a droite (cf. 8.3), il respecte 
les monomorphismes, et I’assertion resulte de la proposition 9.6. □ 

Dans la suite de cette section on se fixe un ensemble ordonne E. 

10.3. — En vertu du corollaire 8.10, 0{E) est la oo-categorie librement engendree 
au sens des polygraphes par les atomes 

(*0*1 fc^O, io < *1 < • • • < *fc , {*o,*i,... ,*fc} € . 

En particulier, le 1-tronque bete de 0{E) est la categorie librement engendree par le 
graphe dont les sommets sont les elements de E et dont les aretes sont les couples (*, j), 
i < j. Les 1-fleches de 0{E) s’identifient done aux elements S de ^E, la source et le 
but de la fleche S etant definis respectivement par s{S) = min(S') et t{S) = max(S'), 
la composition de deux fleches composables etant leur reunion, et I’identite d’un objet 
i G E etant le singleton {f}. Par cette identification, si S' = {zq, ..., in}, *o < ' ■ • < *nj 
alors S represente la 1-fleche 

/ (*o) (*0, *l) + (*1, * 2 ) H-h (*„-!, *ri)\ 

V(*n) (*0,*l) + (*1,*2) H-h (*„-!,*„)/ 
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de 0{E) = vK{E). 

Lemme 10.4- — Soient S,S' G ^E deux 1-fleches paralleles de 0{E). Pour qu’il 
existe une 2-fleche de S vers S', il faut et il sujfit que S C S'. 

Demonstration. — Comme les 1-fleches S et S' sent paralleles, on a min(5') = min(S") 
et max(5') = max(S"). Pour montrer que si S' C S, alors il existe une 2-fleche 
de S vers S', il sufht (par recurrence sur card(S') — card(5")) de le montrer quand 
card(5') = card(5") -I- 1. Soit j I’unique element de S' ^ S'. On a min(S') < j < max(S'), 
et si I’on pose 

Si = {/ G S I / < j} , S 2 = {^ G S I ^ > j} ) * = max(Si) , k = min(S 2 ) , 

on a une 2-fleche 

S 2 *0 (ijk) *0 Si : S' ^ S . 

La reciproque resulte du lemme plus precis suivant. □ 

Lemme 10.5. — Soit a une n-fleche de 0{E), n ^ 2, de 1-cellule but itere S et de 
1-cellule source iteree S'. Alors S' C S, et si I’on note is ■ S —> E I’inclusion d’en- 
sembles ordonnes de S dans E, a est I’image d’une n-fleche de 0{S) par le oo-foncteur 
0{S) — 0{E) induit par is. 

Demonstration. — On raisonne par recurrence sur le nombre minimum l^ d’occur- 
rences de generateurs dans une expression de a comme compose de generateurs (ou 
d’identites iterees de generateurs). Si la = 1, alors a est un generateur ou une iden- 
tite iteree d’un generateur et si ce generateur est {ioii‘--ip), alors il resulte du 
lemme 8.7 et de la description du foncteur p, donnee dans le paragraphe 3.2, que 
S = {io,ii, ■ ■ ■ ,ip} et S' = On a done S' C S et {ioii-'-ip) est un atome 

de 0(S), et par suite a est I’image d’une n-fleche de 0{S), ce qui prouve dans ce cas 
les deux assertions. Si la > 1, alors a se decompose en a = 02 *j oi, 0 ^ j < n, ou 
oi, 02 sont des n-fleches j-composables de 0{E) telles que lai,la 2 < ^a- On distingue 
plusieurs cas. 

1) j > 2. Alors on a S = ti(ai) = ti(Q; 2 ), S' = si(q;i) = 31 ( 02 ), et par I’hypothese 
de recurrence on a S' C S, et oi et 02 sont des images de n-fleches de 0{S) qui sont, 
en vertu du lemme 10.2, j-composables. La n-fleche a est I’image de leur compose. 

2) j = 1. Alors on a S' = si(ai), S = ^ 1 ( 02 ) et on pose S" = 51 ( 02 ) = ti(ai). 
Par I’hypothese de recurrence, on a S' C S" C S et 02 (resp. oi) est I’image, par 
le oo-foncteur induit par I’inclusion S C E (resp. S" C E), d’une n-fleche de 0{S) 
(resp. de 0{S")). Comme on a un triangle commutatif de oo-foncteurs 
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induit par les inclusions, a\ est aussi Timage d’une n-fleche de 0{S). En vertu du 
lemme 10.2, ces deux n-fleches de 0{S) sont 1-composables, et par suite a est Timage 
de leur compose. 

3) j = 0. Alors on a S" = Si(a 2 ) *o •si(cii) et S' = ti(a 2 ) *o ^i(q;i), autrement dit, 
en posant 

Sj = si(ai) , S 2 = Si(a2) , Si = ti(Q;i) , S 2 = ti(a2) , 

on a S' = S 2 U S^ et S = S 2 U Si. Par I’hypothese de recurrence, on a S( C Si 
et S 2 C S 2 , d’ou S' C S, et a 2 (resp. ai) est I’image, par le oo-foncteur induit par 
I’inclusion S 2 C E (resp. Si C E), d’une n-fieche de 0{S2) (resp. de (P(Si)). Comme 
on a des triangles commutatifs de oo-foncteurs 


0{S2) 


0{S) 



0{E) , 


0{Si) 



0{S) 


0{E) 


induits par les inclusions, ai et a 2 sont aussi des images de n-fleches de 0(S). En 
vertu du lemme 10.2, ces deux n-fleches de 0(S) sont 0-composables, et par suite a 
est I’image de leur compose. □ 


Proposition 10.6. — Soient E un ensemble ordonne, S, S' € ^E deux 1-fleches 
paralleles de 0{E) et is '■ S —> E Vinclusion. Alors le oo-foncteur 

Horpois)iS\S) , 

induit par is, est un isomorphisme. 


Demonstration. — La proposition est consequence des lemmes 10.2 et 10.5. □ 

Corollaire 10.7. — a) Pour tout objet zq de 0{E), la oo-categorie (in, zn) 

est un objet final de 00 -Cat. 

b) Pour tous zo,*i G E tels que zq < zi, et toute 1-fieche S G fE de 0{E) de 
source zq et but zi, si I’on pose So = {zo,zi} et n = card(S) — 3, alors 

i) si S = So, Horri pi^p^lSn. S) est un objet final de 00 -Cat; 

ii) si S ^ So, Horri pi^p^lSn. S) est une n-categorie admettant a la fois un objet 
quasi-initial et un objet quasi-final. 

Demonstration. — Pour montrer (a), on remarque que le seul objet de Horri pi^p^(zo, zo) 
est la 1-fleche S = {zq} de 0{E), identite de I’objet zq. Or, en vertu de la proposition 
precedente, la oo-categorie Horri pi^p^lS. S') est isomorphe a H^C>(5)(S, S). Comme 
0{S) est isomorphe a I’oriental Oo — Ao, cela prouve I’assertion. De meme, sous 
les hypotheses et notations de (b), il resulte de la proposition precedente que la 
oo-categorie Horri pi^p^fSn. S') est isomorphe a Horri pi^o^lSn, S). Le cas (i) est trivial 
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puisque si S' = So, alors 0{S) est isomorphe a ~ Z\i. Si S 7 ^ So, on a n ^ 0 et 
Hpm£,(g)(So, S) est isomorphe a la n-categorie 

Hnm (( (0j^ + 2)\ / (0) (0,1) + (1,2) +-h (n + 1, n + 2)\\ 

- ^-+^[\{n + 2 ) ( 0 ,n + 2 ); ’ ^(n + 2 ) ( 0 , 1 ) + ( 1 , 2 ) + • • • + (n + 1 , n + 2)7 ^ 

qui admet bien, en vertu du theoreme 6 . 6 , a la fois un objet quasi-initial et un objet 
quasi-final, ce qui prouve le cas (ii). □ 

Lemme 10.8. — Le 1-tronque intelligent de 0{E) s’identifie d E, et par cette iden¬ 
tification le morphisme d’adjonction 

0 {E)^i^r]^^{ 0 {E))^E 

s’identifie d I’unique oo-foncteur 0{E) —> E induisant I’identite sur les ensembles 
des objets. 

Demonstration. — Vu la description du 1-tronque bete de 0{E) presentee au para- 
graphe 10.3, pour montrer la premiere assertion, il suffit de montrer que si zo,*i € E 
sont deux objets de 0{E) et Si,S 2 G fE deux 1-fieches de 0{E) de source zq et de 
but il, autrement dit telles que min(Si) = min(S 2 ) = zo et max(Si) = max(S 2 ) = zi, 
alors Si et S 2 sont reliees par un zigzag de 2-fleches. Or, S = {zo,zi} est une 1-fleche 
de 0{E) de source zq et de but zi, et S C Si et S C S 2 . En vertu du lemme 10.4, il 
existe done deux 2-fieches de 0{E) de source S et de but respectivement Si et S 2 , 
ce qui prouve I’assertion. La deuxieme assertion resulte du fait que les morphismes 
d’adjonction de la 1 -troncation intelligente induisent I’identite sur les objets et du fait 
qu’un oo-foncteur de but un ensemble ordonne est determine par sa restriction aux 
objets. □ 

Theoreme 10.9. — Pour tout ensemble ordonne E, I’unique oo-foncteur 0{E) —)■ E 
induisant I’identite sur les objets est une equivalence faible de 00 -Cat. De plus, pour 
tout entier n ^ 1, le n-tronque intelligent ^0{E) —> E de ce oo-foncteur est une 
equivalence faible de n-Cat. 

Demonstration. — Pour presenter une preuve uniforme des deux assertions, on notera 
1 ’ endofoncteur identite de 00 -Cat. Il s’agit done de montrer que pour tout n, 
1 ^ rz ^ 00 , I’unique oo-foncteur ^0{E) — E induisant I’identite sur les objets 
est une equivalence faible. Si zz = 1, il resulte du lemme precedent qu’il s’agit d’un 
isomorphisme. On peut done supposer que rz ^ 2. En vertu du theoreme 7.10, il suffit 
de montrer que pour tous zo,zi € E, le oo-foncteur induit 

Hom .^^^^o(F)(zn,Zi) -^ Hom pfzn.zi) 

est une equivalence faible. Si zq ^ zi, alors la source et le but de ce oo-foncteur 
sont vides, et il n’y a rien a demontrer. Supposons done que zo ^ zi. Comme E est 
un ensemble ordonne, la oo-categorie Horn p(zn. zi 1 est un objet final de 00 -Cat. Il 
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s’agit done de prouver que Hom _i^ C)(e)(* 0 )*i) est aspherique. Si i\ = zq, en vertu du 
corollaire 10.7, (a), cette oo-categorie est un objet final de oo-Cat, ce qui prouve dans 
ce cas I’assertion. On pent done supposer que zq < zi- Comme n ^ 2, les 1-fleches 
de t^^O{E) sont les memes que celles de 0{E), autrement dit I’ensemble des objets 
de Hom ,^ C>(_e)(*o, *i) s’identifie a I’ensemble des S € ^E tels que niin(5') = zq et 
max(S') = zi- En particulier, Sq = {zq, zi} est un objet de Hom ,^ O(e)(* 0 j *i)- En vertu 
du theoreme 7.8, il suflit de montrer que pour tout objet S de Hom _^ C>(_e)(*0: *i)) la 
cxD-categorie 

~ r^„_2(h!^o(E)(> 5 'o,S')) 

est aspherique. Or, en vertu du corollaire 10.7, (b), si S' = Sq, la oo-categorie 
Hqm( 3 (£) (So, S) est un objet final de oo-Cat et si S 7 ^ So, cette oo-categorie est une 
(card(S) — 3)-categorie admettant un objet quasi-initial, et I’assertion resulte de la 
proposition 1.6 et du corollaire 7.9. □ 

Corollaire 10.10. — Pour tout ensemble ordonne E, et tout rz, 1 ^ rz ^ 00 , le 
morphisme d’adjonction CnNn{E) —> E est une equivalence faible de n-Cat. 

Demonstration. — Pour tout entier rz ^ 1, le morphisme d’adjonction CnNn{E) — > E 
est le rz-tronque intelligent du morphisme d’adjonction CooNoc{E) —> E. Or, ce dernier 
induit I’identite sur les objets (cf. 7.2) et en vertu du theoreme 9.5, on a un isomor- 
phisme CooNoo{E) = CooK*{E,^E) ~ 0{E,^E) = 0{E). On en deduit que le mor¬ 
phisme d’adjonction CaoNoo{E) — > E s’identifie a I’unique oo-foncteur 0{E) —> E 
induisant I’identite sur les objets. L’assertion resulte done du theoreme precedent. □ 

Corollaire 10.11. — Pour tout ensemble ordonne E, et tout rz, 1 ^ rz ^ 00 , le 
morphisme d’adjonction Nn{E) —> NnCnNn{E) est une equivalence faible de A. 

Demonstration. — L’assertion resulte aussitot du corollaire precedent et de I’egalite 
du triangle 

iV„ {E) -^ lV„c„iV„ {E) -^ Nn (E) , 



pour les morphismes d’adjonction du couple de foncteurs adjoints (c„,iV„). □ 

Scholie 10.12. — Comme pour tout ensemble ordonne E et pour tout zz, 
1 ^ zz ^ 00 , I’ensemble simplicial Nn{E) n’est autre que le nerf ordinaire de E, 
le corollaire ci-dessus prouve la condition (e) de [2, scholie 5.14]. Ainsi, en vertu de 
loc. cit., pour avoir une structure de categorie de modeles de Quillen a la Thomason 
sur n-Cat, il suffit de demontrer la condition (d') de loc. cit. : 

(d') si E' —> E est un crible de Ord admettant une retraction qui est aussi un adjoint 
a droite, son image par le foncteur CnNn est une equivalence faible de n-Cat et 
le reste apres tout cochangement de base. 
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Corollaire 10.13. — Le foncteur N : ~ Hot (cf. 5.10) est es- 

sentiellement surjectif. 


Demonstration. — On rappelle que le foncteur nerf usuel Ni : 1-Cat = Cat — > A 
(cf. 7.11) definit une equivalence des categories homotopiques W^^^Cat —t W^^A, 
ou Wcat = yVi-cat = 1^®’ chapltrc VI, corollaire 3.3.1]. Par ailleurs, 

I’inclusion Ord — > Cat induit aussi une equivalence des categories homotopiques 
—s- W^jCat, ou Word = Wcat H FI Ord (voir par exemple [15, theo- 
reme 41]). Pour montrer que le foncteur N : W^^Cda —t ^ ®st essentiellement 

surjectif, il suffit done de montrer que pour tout ensemble ordonne E, I’ensemble 
simplicial Ni{E) = Nao{E) appartient a son image essentiel. Or, on a une equivalence 
faible Nao{E) —t NooCooNoo{E) (corollaire 10.11) et des isomorphismes d’ensembles 
simpliciaux 

N^c^N^{E) = N^c^NiiE) = N^c^k*{E,^E) ~ N^vck*{E,^E) ~ Nck*{E,^E) 

(le premier en vertu du theoreme 9.5 et le deuxieme en vertu de la proposition 7.5), 
ce qui prouve I’assertion. □ 

Remarque 10. 14 . — Vu que pour tout ensemble ordonne E et pour 1 ^ n ^ 00 , on 
a I’egalite Nn{E) = k*{E, ^E), le corollaire 10.11 signifie exactement que le morphisme 
d’adjonction k*{E,^E) —> NnCn{K*{E, ^E)) est une equivalence faible simpliciale et 
que, en particulier, le type d’homotopie de la n-categorie Cn{K*{E,^E)) est le meme 
que celui du complexe simplicial [E, ^E). On pent se demander si cette propriete reste 
vraie pour un complexe simplicial general. Pour n fini, ce n’est pas le cas. En effet, 
il est facile de montrer que pour tout ensemble simplicial X, la n-categorie c„(V) ne 
depend que du (n -F l)-squelette de X. Ainsi, pour tout p > n -F 1, si Ton considere le 
bord dAp du simplexe standard Ap, 

dAp = K*{Ap,^p) , ou ^p = {S G ^Ap\S Ap} , 

la n-categorie Cn{K* {Ap,<l>p)) est isomorphe a Cn{K* {Ap, ^Ap)) qui a, en vertu du co¬ 
rollaire 10.11, le type d’homotopie du point, tandis que le complexe simplicial {Ap, <l>p) 
a le type d’homotopie du bord de Ap, autrement dit de la sphere 5'^“^. Neanmoins, 
pour n = 00 , on propose la conjecture suivante : 

Conjecture 10.15. — Pour tout complexe simplicial {E,(l>), le morphisme d’adjonc¬ 
tion k*{E,(1>) —>• NooCao{K*{E, (p)) est une equivalence faible simpliciale. En particu¬ 
lier, le type d’homotopie de la oo-categorie Coo{k*{E,<E)) est le meme que celui du 
complexe simplicial {E,(p). 
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Appendice A 

La description du 2-tronque intelligent de 0{E) 

Le but de cette section est de donner une description explicite du 2-tronque intel¬ 
ligent de 0{E), pour un ensemble ordonne E. 

A.l. — Dans la suite, on se fixe un entier n, et on note B la base du complexe dirige 
augmente cZ\„ (cf. 5.7), 

B = {(jo • • • jp) I 0 < jo < • • • < jp ^ n, 0 < p < n} . 

On aura besoin des lemmes techniques suivants. 

Lemme A.2. — Soient k et p des entiers tels que 0 < k < n, p ^ 2, 

Cl = X/ ■ ■ ■ ip) 

(zq ■ ■ ^ Bp 

un element de (cZ\„)*, et 

{dpo) _ = ^ (jo • • • jp_i) 

(pour la notation x-, cf. 3.6). S’il existe (iQ-'-ip) G Bp tel que io < k < ip et 
ciio-tp ^ 0 , alors il existe (jo • • • jp-i) € Bp_i tel que jo < k < jp_i et ^ 0 . 

Demonstration. — On definit les ensembles 
A — {(io ‘ip) G Bp \ io ^ k ^ ip et aig■■■ip 7 ^ 0{ , 

-4' = {(io • • • ip) G A I ip - io = mo} , ou mo = max{ip - io | (io • • • ip) G A} , 

A" = {(io • • • ip) G A' I i 2 — io = mil , ou mi = max{i 2 — io I (io • • • ip) G A'} . 

S’il existe (io • • • ip) G Bp tel que io < k < ip et ^ 0, alors ces ensembles sont 

non vides. Soit (io • • • ip) G A". On va prouver que 7 ^ 0) ce qui impliquera 

le lemme. Pour cela, il suffit de montrer que pour tout (jo • • • jp) G A et tout I pair, 
0^1 ^ p, on a (jo • • • ji • • • jp) 7 ^ (ioi 2 • • - ip). Si I = 0 ou / = p, cela resulte de la 
maximalite de ip — ip. Si 0 < / < p, pour que I’on ait (jo ■ • ■ ji ■ • ■ jp) = (ioi 2 • • Ap), 

11 faudrait deja que jo = io, ji = 12 et jp = ip et en particulier que (jo-'-jp) 
soit dans A'. Comme (io ■ ■ - ip) est dans A", on aurait done i 2 — io ^ j 2 ~ jo- Or, 

1 2 — io = ji “ jo < j 2 — jo) ce qui est absurde. □ 

Lemme A.3. — Soient m > 1 un entier, io,ii... ,im des entiers tels que 
0 = io ^ il ^ ^ im —1 ^ im “ R 5 

et 

Xgj ’ 



X = 


q^2 , 
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une q-cellule de On telle que Xq = ( 0 ), xj = (n), 

m n 

X^ = i'^k-i,ik) et xl = J2i^-^J)- 
k^l 1^1 

Pour tons s tels que Q ^ p ^ q, e ^ {0,1}, si 

^1= Y. (a;pjo...ip0o---jp) 

et si (Xp)jo...jp ^ 0 , alors il existe k, 1 ^ k ^ m, tel que 

ik—i ^ Jo ^ Jl ^ ^ jp ^ tk • 

Demonstration. — On raisonne par I’absurde. Supposons qu’il existe p,s, 0 ^ p ^ q, 
£ G { 0 , 1 }, tels que Xp ne satisfasse pas a la conclusion du lemme, et choisissons un 
tel couple avec p minimal. Alors on a p ^ 2, et il existe (jo---Jp) G Bp tel que 
(^p)jo---jp 7 ^ 0 et tel qu’il existe k, 0 < k < m, tel que jo < ik < jp- En vertu du 
lemme precedent, si 

{dpxi)_= Y ' 

alors il existe (jg • • ■ j'p-i) ^ tel que 7 ^ 0 et jg < ik < j'p-i- Or, on a 

dpXp = - Xp_i et € (cAn)YiJ ee qui implique que [dpX^)_ < x°_i, 

et par suite que {xYi)j'^...j' ^ 7 ^ 0 , ce qui contredit la minimalite de p, et prouve le 
lemme. □ 


Proposition A. 4- — Soient m > 1 un entier, et io,ii ■ ■ ■ Dm des entiers tels que 
0 = io < il < ■ • ■ < im-i < im = n. Alors le oo-foncteur 


oil 


ak 


n Jak.bk) -^ Hom ,o (a, 6) , 

k=l 


f (ik-l) (ik-lDk) 
y i.ik—i^ik') 


bk 


^ (4) 


E . a- 1,0 


E . 0-1,0 



^(0) 

m \ 

Yi^k-lfik) ' 


^(0) 

n \ 

E0-i,0\ 

a — 


k—1 

m 

, b^ 


1—1 

n. 



I](4-i,4) 1 

fc=i / 



^ — 1 

1 


defini par la composition « horizontale » de On 

{XI,X2, . . . , ^m) I ^ *0 ^2 *0 ’ ’ ' *0 


1 Gi k Gi m , 


est un isomorphisme de 00 -categories. En particulier, Horri pi (a. b) admet d la fois un 
objet quasi-initial et un objet quasi-final. 
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Demonstration. — II s’agit de montrer que pour tout g ^ 2, et toute g-cellule 


X = 


„0 ^0 




de On telle que 


= (0) > xl = {n), x? = ^ = 


k=l 


11 existe une famille unique {xk)i^k^m, oil 


Xk = 


\xu)l (x,)0 ... (x,)0 
,(a;fe)J {xk)\ ... {xk)\ 


Z=1 


1 ^ A; ^ 


est une g-cellule de On telle que 

(^fc)o — (J'k—l^ ■) 7 (^^)l — (J'k — lj'^k^ ■) 0 1 


^fc-i 


satisfaisant x = xi *q ... *q Xm, autrement dit telle que 

m 

Xp= 12 i^k)p , , £ e {0,1}. 

k=l 

L’unicite resulte du fait que B est une base, en remarquant qu’en vertu de la propo¬ 
sition 10.6, les {xk)p sont forcement de la forme 

{Xk)p = X/ {{Xk)p)jo...jp{jo---jp) ■ 

— 1 ^jo 

Montrons I’existence. En vertu du lemme precedent, pour tout p ^ 2 et e: € {0,1}, 
Xp est de la forme 

m 

^p~'Y2 'Y2 i^p)jo---jpiJo ■ ■ ■ jp) 1 

k=l ik-l^jo<---<jp^ik 

et par hypothese, il en est de meme pour p = 1. Definissons Xk par 
iXk)o — (*fc —l) ) {xk)o — (*fc) ) 

{Xk)l — {ik — lDk) ) (^fc)l “ X/ 1)0 ) 

ik-l<l^ik 

ixk)p= E iXp)jo-jpij0---jp) , P^2,£e{0,l}, 

— ^jp 

(la formule de la troisieme ligne etant egalement vraie pour p = 1). Le tableau ainsi 
defini est une p-cellule de 0„. En effet, on remarque qu’il suffit de montrer que pour 
p > 1 et e G {0,1}, on a dp{{xk)p) = {xk)l_i — {xk)p_i. Or, cela est evident pour 
p = 1, et pour p ^ 2, on a 

dp{Xp) = Xp_i — Xp_i 


m 


= E 


^fc-i 


(c 


4-i) 


J 0 ---Jp~l 


iXp-i)jQ...jp_i) {jo ■ ■ -jp-l) 
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et 


dp(^Xpj — 


( m 

T. 


E 




i^p)jo---jp (jO ■ ■ • Jp)^ 


m p ^ 

= E E E (-1)' (a;pio...jp (jo • ■ • j; • ■ • jp) , 

fc=l ik-l^jo<---<jp^ik 1=0 

et comme B est une base, on en deduit que pour tout k tel que 1 ^ fc ^ m, on a 

E ~ i^p-l)jo---jp-i)iJo ■ ■ ■ jp-l) 

'^k — l^jo'^"' ^jp ^ —0 


— dn 


. E . . 


(^p)io - ipOo • • • Jp)^ 


c’est-a-dire (xk)p_i — ixk)p_i = dp({xk)p), ce qui prouve I’assertion. 

Pour montrer la derniere assertion, on remarque qu’en vertu de la proposition 10.6, 
pour tout fc, 1 ^ A: ^ m, on a un isomorphisme Horri pi (ah. bk) — Horn pi ^ (aj,, b'jJ, ou 

— 15 


,^/(0) (0,nfc)\ (0,l) + (l,2) + --- + (nfc-l,nfc)\ 

" Kink) iO,nk)J " VK) (0,l) + (l,2) + --- + (nfc-l,nfc)y' ' 

L’assertion resulte done du theoreme 6.6 (cf. 1.5). □ 


Le theoreme suivant generalise la partie (b) du corollaire 10.7. 

Theoreme A.5. — Soient E un ensemble ordonne, et S,S' G deux 1-fleches 
paralleles de 0{E) (cf. 10.3). Alors la oo-categorie S) est 

— vide si S' S; 

— un objet final si S' = S; 

— une n-categorie admettant a la fois un objet quasi-initial et un objet quasi-final, 
oil n = card(S') — 3, si S' ^ S. 

Demonstration. — L’assertion relative au cas S' S resulte du lemme 10.4. En 
vertu de la proposition 10.6, dans le cas ou S' C S, le theoreme resulte aussitot de la 
proposition precedente. □ 


Corollaire A. 6. — Pour tout ensemble ordonne E, le 2-tronque intelligent 
''"E {0{E)) de 0{E) est la 2-categorie dont les objets sont les elements de E, et 
pour tout couple io,*i d’objets, Hpm^^ (C>(_e))(* 0 ; *1) est I’ensemble ordonne par inclu¬ 
sion des parties finies totalement ordonnees non vides S de E telles que min(5') = ig 
et max(5') = ii, la composition de deux 1-fleches composables etant leur reunion. 
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Demonstration. — Vu la description du 1-tronque bete de 0{E) donnee dans le pa- 
ragraphe 10.3, le corollaire est consequence immediate du theoreme precedent. □ 


Appendice B 

Transformations et contractions de c>o-categories 

La notion de n-categorie, pour 0 ^ n < oo, admettant un objet quasi-final 
(resp. quasi-initial), introduite dans le paragraphe 1.4, s’etend sans difRculte au 
cadre des oo-categories. On pent definir cette notion par comduction en disant 
qu’une oo-categorie C admet un objet quasi-final (resp. quasi-initial) s’il existe un 
objet X de C tel que pour tout objet y de C, la oo-categorie Hom r^(u.x) (resp. 

v)) admette un objet quasi-final (resp. quasi-initial). Neanmoins, on adop- 
tera une definition plus classique dans sa forme. Pour tout ensemble E de cellules 
d’une oo-categorie C, et tout entier i ^ 0, on note Ei I’ensemble des i-cellules de C 
appartenant a E. 

B.l. — On dit qu’un ensemble E de cellules d’une oo-categorie C est quasi-final 
(resp. quasi-initial) si pour tout i ^ 0, tout x G Ei, et toute i-cellule y de C parallele 
a X (cf. 1.2), il existe z G de source y et but x (resp. de source x et but y). On dit 
qu’un objet a; de C est quasi-final (resp. quasi-initial) s’il appartient a un ensemble 
quasi-final (resp. quasi-initial) de cellules de C. Ainsi, pour qu’une oo-categorie C 
admette un objet quasi-final (resp. quasi-initial), il faut et il suffit qu’elle admette un 
ensemble quasi-final (resp. quasi-initial) E de cellules tel que Eq soit non vide. On 
verifie aussitot qu’une oo-categorie C admet un objet quasi-final si et seulement si la 
oo-categorie duale C° (cf. 1.12) admet un objet quasi-initial, et qu’un objet de C est 
quasi-final si et seulement si il est un objet quasi-initial de C°. 

Proposition B.2. — Soit C une oo-categorie et x un objet de C. Pour que x soit 
un objet quasi-final (resp. quasi-initial) de C, il faut et il suffit que pour tout objet 
y de C, la oo-categorie Hom ^fu. x) (resp. Hom r^ix. v)) admette un objet quasi-final 
(resp. quasi-initial). 

Demonstration. — Supposons que x soit un objet quasi-final (resp. quasi-initial) 
de C, et soient E un ensemble quasi-final (resp. quasi-initial) de cellules de C tel que 
X ^ Eq, ei y xm objet arbitraire de C. Alors, par definition, il existe une 1-cellule 2 
de C appartenant a £1 de source y et but x (resp. de source x et but y). Si pour 
i ^ 0, on note Ei I’ensemble des z-cellules de Hom r^fi/, x) (resp. de Uoro nix. v)) telles 
que la {i -\- l)-cellule correspondante de C soit dans Ei+i, alors on verifie aussitot que 
I’ensemble F = est un ensemble quasi-final (resp. quasi-initial) de cellules de 

x) (resp. de Hom ^fa:, y)). Comme z appartient a Fq, on en deduit qu’il est un 
objet quasi-final (resp. quasi-initial) de la oo-categorie !Hpm^(j/, x) (resp. Hom ^fa:, y)). 
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Reciproquement, supposons que pour tout objet y de C, la oo-categorie Hom ^fz/, x) 
(resp. Hom ^fcc, v\) admette un objet quasi-final (resp. quasi-initial), et soit F{y) 
un ensemble quasi-final (resp. quasi-initial) de cellules de ccl (resp. de 

Hqm^(x, j/)) tel que F(t/)o soit non vide. On verifie aussitot que si Ton pose 

E = {x}yj U F{y) , 
yeObC 

alors E est un ensemble quasi-final (resp. quasi-initial) de cellules de C, ce qui prouve 
que X est un objet quasi-final (resp. quasi-initial) de C. □ 

Proposition B.3. — Soient n ^ 0 un entier, et C une n-categorie. Pour qu’un 
objet de C soit un objet quasi-final (resp. quasi-initial) au sens de la definition du 
paragraphe 1.4, il faut et il suffit qu’il le soit au sens de la definition du paragraphe B.l. 

Demonstration. — On raisonne par recurrence sur n. Soit x un objet de (7. Si n = 0, 
et s’il existe un ensemble quasi-final E (resp. quasi-initial) tel que x € E, alors tout 
objet y de C est relie a x par une 1-fleche, et comme les seules l-fleches de C sont les 
identites, la 0-categorie C s’identifie a I’ensemble {xj. La reciproque etant evidente, 
ceci prouve I’assertion pour n = 0. Si n > 0, en vertu de la proposition precedente, 
pour que X soit un objet quasi-final (resp. quasi-initial) de C au sens de la definition 
du paragraphe B.l, il faut et il suffit que pour tout objet y de C, la {n — l)-categorie 
x) (resp. uf) admette un objet quasi-final (resp. quasi-initial) au 

sens de cette meme definition. On conclut done par I’hypothese de recurrence. □ 

Remarque 3.4- — En vertu de la proposition precedente, il n’y aura done par lieu 
de distinguer, pour une n-categorie, 0 ^ n < oo, les deux notions d’objet quasi-final 
(resp. quasi-initial). 

Proposition B.5. — Soient C une oo-categorie, etx un objet quasi-final (resp. quasi¬ 
initial) de C. Alors pour tout entier n ^ 0, I’image de x dans la n-categorie r'kniC), 
n-tronque intelligent de C (cf. 1.3), est un objet quasi-final (resp. quasi-initial) 

der^M- 

Demonstration. — On raisonne par recurrence sur n. Si n = 0, la 0-categorie 
est le quotient de I’ensemble des objets de C par la relation d’equivalence 

y ^ y' il existe un zigzag de l-fleches de C reliant y et y'. 

S’il existe un ensemble quasi-final (resp. quasi-initial) E de cellules de C tel que 
X € Eq, alors ce quotient se reduit a la classe d’equivalence de x, ce qui prouve 
I’assertion dans ce cas. Si n > 0, en vertu de la proposition B.2 et de I’hypothese de 
recurrence, pour tout objet y de C, la (n — l)-categorie 

T^„-i(H^c(2/>a;)) ~ Hpm^^^(c.)(y, x) 

(resp. T^„_i(Hpmc(a;,2/)) - Hom^^^(C')(x,y) ) 
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admet un objet quasi-final (resp. quasi-initial). Par une nouvelle application de la 
proposition B.2, on en deduit que x est un objet quasi-final (resp. quasi-initial) de la 
n-categorie t^„(C'). □ 

Lemme B. 6. — Soit C une oo-categorie. Si pour tout entier n ^ 0, le n-tronque 
intelligent rk „{C) est aspherique, alors C est aspherique. 

Demonstration. — II s’agit de montrer que sous les hypotheses du lemme, I’ensemble 
simplicial iVoo(C) est faiblement contractile, autrement dit que TToiC) est un single- 
ton, et que pour tout t > 0 et tout 0-simplexe x de iVoo(C'), le groupe d’homotopie 
'Ti(iVoo(C'), x) est trivial. Comme pour tout n ^ 0, I’oriental On est une n-categorie, 
on a par adjonction une bijection naturelle 

(iVoo(C))„ = Homoo- Cat (0„,C) ~ Homoo- Cat (On, t);„(C)) = (A^ooT^„(0))„ , 

autrement dit le n-squelette de Nao{C) coincide avec celui de -^ooT^n)^). Vu que 
les TTi d’un ensemble simplicial ne dependent que de son (i + l)-squelette, cela prouve 
I’assertion. □ 

Proposition B.7. — Soit C une oo-categorie admettant un objet quasi-final 
(resp. quasi-initial). Alors C est aspherique. 

Demonstration. — En vertu de la proposition B.5, pour tout entier n ^ 0, la 
n-categorie n{C) admet un objet quasi-final (resp. quasi-initial), et par suite, il 
resulte du corollaire 7.9 qu’elle est aspherique. La proposition resulte done du lemme 
precedent. □ 

B.8. — Soient F,G : C D deux c>o-foncteurs de meme source et meme but. Une 
pretransformation a de F vers G est la donnee pour tout t ^ 0, et toute i-cellule x 
de G, d’une {i -\- l)-fleche 

'^x '■ *i-l ■ ■ ■ *1 '^toix) *0 ^ 0(x) *g asu( 2 ;) *1 • • • *i_l C(si-i{x) 

de D (en se rappelant que si k < j I’operation est prioritaire sur I’operation *j 
(cf. 1.1)). Par exemple, si x est un objet de G, 

Ox : F{x) —)■ G{x) 

est une 1-fieche de H, si x est une 1-fleche de C, 

<^x ■ (^to(x) *0 Fix) —^ G{x) *0 
est une 2-fieche de H, et si x est une 2-fieche de G, 

“a, : *1 («to(a=) *0 ^ix)) -^ (G(x) 

est une 3-fieche de D. En revenant au cas general d’une i-cellule x, pour que cette 
definition soit licite, il faut verifier que pour i ^ 0, les i-cellules 


^U-i(x) *i-l ■ ■ ■ *1 '^io(a;) *0 F{x) et G(x) *q *1 ’ ' ' *i_l C(si-i{x) 
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sont paralleles et les compositions qui y figurent sont bien definies, ce qu’on demontre 
par recurrence, en observant que pour z = 0, il n’y a rien a prouver et que pour z > 0, 
on a un carre de z-fleches 


i — 2 


1 '^inK *0 F{si-ix) > G{si-ix) *Q ttg *1 • • • *i-2 


■■■ *lO‘tox*O^G) 






2 ■■■ *1 O^tox *0 FiU-ix) — -!■ G{U-ix) *0 a a,._ 


2X ' 


(B.8.1) 


On en deduit aussi par une recurrence immediate que pour tout j, 0 ^ j ^ z, on a 

*3-1 • • • *1 *0 Pi.SjX) = Sja^.^ , 

= G{tjx) *0 OisQX *1 ■ ■ ■ *3-1 ■ 

On dit que la pretransformation a est une transformation^^^ si les deux condition 
suivantes sont satisfaites. 

a) COMPATiBiLiTE Aux UNITES. Pour tout z ^ 0 et toute z-cellule x de C, on a 

— let . 

-*-3! X 

b) COMPATIBILITE AUX COMPOSITIONS. Pour tous i,j, 0 ^ j < z, et tout couple 
de z-cellules j-composables x, y de C, on a 

o^x*^v = - • *j-i *i az,_i*i-i''' *i «to*o ^(sj+i^). 

oil pour tout k, 0 ^ k < j, on note 


— SRX — ^kV ^k — ikX — ^kV • 

Par exemple, si x, y sont deux 1-fleches 0-composables de G, on a 

ax*oj/ = {G{x) *0 ay) *i {<^x *o Fiv)) > 
si X, y sont deux 2-fleclies 0-composables de C, on a 

c^x*„y = {G{tix) *0 ay) *1 {a^ *o Fisiv)) , 
et si X, y sont deux 2-fleclies 1-composables de G, on a 

ax*j^y = iiG{x) *Q a^^^) ay) *2 [ax *1 (a^^y *g F{y))) . 

B.9. — En gardant les notations du paragraphe precedent, on s’interesse plus par- 
ticulierement au cas oil D = G, et ou G est I’endomorphisme identite de C et F un 
endomorphisme constant, autrement dit tel qu’il existe un objet cg de G tel que pour 
tout objet X de G, F{x) = cg, et pour tout z > 0 et toute z-fleche x de G, F{x) 
est la z-fleche identite iteree de cg (on dit alors que F est le oo-foncteur constant de 


1^1 II s’agit de la version « oplax » de cette notion. 
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valeur cq). Une pretransformation a de F a G est alors la donnee, pour tout objet x 
de C, d’une 1-fleche 

CXq ■ Cq ¥ X , 

et pour tout t > 0 et toute t-fleche x de C, d’une {i + l)-fleche 

En effet, comme F{x) est alors la t-fleche identite iteree de cq, la i-fleche 
^ti- 2 (x) *i -2 ''' *1 ^to(x) *0 une identite, et par suite 

^ti--i{x) *Z—1 ^ti-2{x) —2 ' ’ ' *1 ^to(x) *0 -^(a^) ^ti-i(x) * 

On remarque qu’en vertu de B.8.1, on a done pour tons i,j, 0 ^ j ^ t, et toute 
i-cellule x de C, 

[ Co si j = 0 , 

(B.9.1) Sja^ = Sja = ^ r, 

' [ Oit^-ix SI j > 0 . 

Une telle pretransformation est une transformation si et seulement si les deux condi¬ 
tions suivantes sont satisfaites : 

a) pour tout t ^ 0 et toute i-cellule x de C, on a ; 

b) pour tons i,j, 0 ^ j < i, et tout couple de i-cellules j-composables x,y, on a 

^x*.y = ^i-l-ia; *0 ^sqx *1 ■ ■ ■ *i-l ^Sj--ix *j *i+l (^x ■ 

En effet, comme F(sj+iy) est alors la (j-l-l)-fleclie identite iteree de cq, la (j-l-l)-fleclie 
*i-i ■ ■ ■ *1 ^toy *0 P{^j+iy) une identite. On dit qu’une telle transforma¬ 
tion est une contraction de C centree en cq si elle satisfait aux deux conditions sui¬ 
vantes : 

d) pour tout i ^ 0 et toute i-cellule x, on a I’egalite 
Pour que la condition (d) fasse sens, il faut verifier que s{a^ ) = t{a^ ) = a^. Cela 
est consequence du lemme suivant. 

Lemme B.IO. — En gardant les hypotheses et les notations ci-dessus, si la trans¬ 
formation a satisfait a la condition (c), et a la condition (d) pour les j-cellules pour 
d ^ j < i, alors pour toute i-cellule x, on a s{a^ ) = t{a^ ) = a^. 

Demonstration. — Soit x une z-cellule de C. En vertu de B.9.1, on a 

= ^x *0 ^so(a^) *1 *2 ’ ' ’ ^Si(a^) 

= Olx *0 «co *1 *2 • • • “a, = . 

'J tQX ti — 

la derniere egalite resultant de la condition (c) et de la condition (d) pour les j-cellules 
pour 0 ^ j < i. 
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D’autre part, pour tout j tel que 0 ^ j < i, toute z-cellule y et toute j-cellule z, 
si y et sont j-composables, alors on a ay ^ ^ ~ effet, en vertu de la 

condition (b), on a 


y*ja. 


— tj+iy *Q *1 • • • *j-i *j+i “y 


oil 1^^ designe la z-cellule identite iteree de (egale a si j = z — 1). Or, il resulte 
de la condition (a) que a-^^i = et de la condition (d) pour les j-cellules pour 
0 ^ j < z que Comme est une (j -I- l)-cellule, on en deduit que 


tj+iy *0 '^sov *1 ■ ■' 


est une unite pour la composition , ce 


qui prouve I’assertion. Pour toute z-cellule x de C, on a done 

ct / , *1 ••• *; Q ct , , 1 ct , , 

® 0 so(x) 1 »-2 Sj_2(x) t-1 Si_i(x) 

\ *1 ■■■ * o CV , , * ' ’ 

0 so(x) 1 *-2 Si_2(x) 

ce qui prouve le lemme. 


□ 


B.ll. — Soient C une oo-categorie et cq un objet de C. Une contraction duale de C 
centree en cq est une contraction de la oo-categorie duale C° de C (cf. 1.12), centree 
en Cq. 


Lemme B.12. — Soient C une oo-categorie, a une contraction de C centree en cq, 
z ^ 0, et X une i-cellule de C. Les conditions suivantes sont equivalentes : 

'^) ~ ^X ! 

ii) ou bien z = 0 et x = cq, ou bien i > 0 et il existe une (i — l)-cellule de C telle 
que X = Uy. 


Demonstration. — L’implication (ii) (i) est evidente. Reciproquement, supposons 
que X soit une z-cellule telle que a,^ = lx- Alors on a 


X = s{ax) 


ce qui prouve le lemme. 


Co si z = 0 , 

o^tix) si z > 0 , 


□ 


Proposition B.13. — Soient C une oo-categorie, et a une contraction de C centree 
en Cq. Alors cq est un objet quasi-initial de C. Plus generalement, pour tout z ^ 0, 
si X est une i-cellule de C telle que = lx, alors x est un objet quasi-initial de la 
oo-categorie Parc(a;) (cf. 1.2). 

Demonstration. — On va montrer que I’ensemble E forme des cellules x de C telles 
que Ox = lx est un ensemble quasi-initial de cellules de C. En vertu du lemme 
precedent, 

E = {co} U {a^ I 0 cellule de C} . 

Soient i ^ 0, x une z-cellule de C appartenant a E et y une z-cellule parallele a x. 
11 s’agit de prouver qu’il existe une (z -|- l)-cellule appartenant a A de source x et de 
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but y. Montrons que la {i + l)-cellule Uy convient. Elle est bien dans E. Si i = 0, 
on a X = Co et ay est par definition une 1-fieche de cq vers y. Si i > 0, il existe une 
(i — l)-cellule z telle que x = a^, et on a 


~ ^t{y) ~ ^t(x) ~ ~ ^(la:) — X 

et 

=y *0 “so(y) *1 ^ei(y) *2 ' ' ' *1-1 “si_i(y) 

= P *0 “so(aJ *1 *2 • • • *1-1 «Si_i(aJ 

= y *Q a^^ ^°‘toz *2 ■ ■ ■ *i-l “ y ’ 

I’avant derniere egalite resultant de B.9.1 et la derniere des conditions (c) et (d) du 
paragraphe B.9. Comme cq G E, on en deduit que cq est un objet quasi-initial de C. 
De meme, on en deduit que pour toute cellule x de (7 telle que = lx, I’ensemble 
des cellules de Parc(x) appartenant a E est un ensemble quasi-initial de cellules de 
Parc(x), et x appartient a cet ensemble, ce qui prouve la derniere assertion. □ 


B.I 4 . — Soient {K,K*,e) et {K', K'*,e') deux complexes diriges augmentes, no¬ 
tes plus simplement respectivement K et K', f,g : K K' deux morphismes de 
complexes diriges augmentes, et h une homotopie de morphismes de complexes diriges 
augmentes de / vers g (cf. 2.11). On en deduit deux cx)-categories v{K) et v{K'), deux 
cx)-foncteurs v{f),v{g) : v{K) v{K') (cf. 3.2), et on definit une transformation 
i^(ft.) de I'if) vers iy{g) comme suit. Pour toute i-cellule 

( Xq . . . ^i—l 

1 1 
X^ ... x)_i X* 

de y{K), on definit une {i + l)-cellule v{h)x de viK') par la formule 


/ foxo fixl + hoxl 
\9oxl gixl + hox'^ 


/jX° -I- hi-ixj_^ hiXr 
g^x] + hi-ix°_^ hiXi 


oil x'l = x\ = Xj. En effet, on a 

I 1 d-i — ^d'lX-i 

= 9iXi - /jXj - /i*_i(x)_i - x°_i) = {gix\ + hi_ix°_i) - (/jX° -f /i*_ix)_i); 


pour 0 < j < z, on a 

^j+iUj+'^^j+i + = fjdj+iXyj^i -P 9jXj — fjXj — hj-idjXj 

= fjix] - x°) -P gjx] - fjx] - /zj-i(x]_i - x°_i) 
“ i9jXj + hj-iXj_i) — {fjXj -P hj-iXj_i) ; 

enfin, on a 

d'lifix^ + hoxl) = fodix° + goxl - /qXq 

= fo{xl - Xq) -P goxl - foxl = goxl - /qXq . 
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Comme on a e'/o = e, e'go = e, et pour tout j ^ 0, fj{K*) C Kj*, gj{K*) C K'* et 
hj{K*) C ceci prouve que est bien une {i + l)-cellule de viK'). 

Pour montrer qu’on definit ainsi une transformation, on commence par verifier que 
la source de la {i + l)-cellule est 

*z-l ■■■*! ^Wtoix) *0 

et son but 

^i9)ix) *0 ^ih)s„(x) *1 ••• **-l ■ 

Pour i = 0, en tenant compte de 1’identification de I’ensemble des objets de p(-ff) aux 
elements x de Kq tels que e{x) = 1, on remarque que la 1-fleche 

\ffo(a;) hoix)) 

de v(K') est de source /o(a;) = p(/)(a;) et de but g(i{x) = v(g)(x), ce qui prouve 
I’assertion dans ce cas. Pour i > 0, I’assertion resulte du lemme suivant, applique 
a j = f — 1, en tenant compte que x'f = x\. 


Lemme B.15. — En gardant les notations ci-dessus, pour tout entier j, 0 ^ j < i, 
on a {en supprimant pour abreger les indices de f, g et h) 


*]■■■ *1 '^(^)to{x) *0 

_ f fxo fx^ + hxl . 
V^a^o 9x\ + hx^ . 

i^i9){x) *0 ^Wsoix) *1 ••• *j 

_ f fxo fx°i + hxl ■ 
\9xl 9x\ + hx^ ■ 


■ ■ 

1 

+ 

/a;°+i + hx] 

fx ]+2 ■ 

•• fXi 

■ ■ gx] 

1 

+ 

/a:]+i + hx] 

fx ]+2 ■ 

■ ■ fxj 

■ ■ 

+ 

1 

9x°+i + hx] 

9x]+2 ■ ■ 

■ gx] 

■ • 9x] 

+ 

1 

gx]_^_l + hx] 

9x]+2 ■ ■ 

■ gx]^ 


Demonstration. — Montrons la premiere egalite. On precede par recurrence sur j. 
Pour j = 0, on a 


^(^)to(a.) *0 ^U){x) 


fxl 

hxl 


OO 

fx] 

... fx] 

gxl 

hxl 

j ”1 

Jxl 

fx\ 

■ ■ ■ fxj 

fx] 

fx] 

+ hxl 

fx] 


fx]\ 

gxl 

fx\ 

+ hxl 

fxl 


fx} ’ 
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'• *1 *0 

fx ^-1 + hx}j _2 /x] + hx}j_^ hx}j' 
9 x]_^ + /ix °_2 gx] + hx^_i hx}j^ 


ce qui prouve I’assertion dans ce cas. Supposons-la pour j — 1, j ^ 1, et montrons-la 
pour j. On a 

_ / fxo fx^i + hxl .. 

\9x}) gx\ +hxl .. 

(fxl fx1 + hxl 

* 

^ 9x\ + hxl 

_ (fxl /x? + hxl .. 

\9x}) gx\ +hx^ .. 

ce qui prouve I’assertion. La deuxieme egalite se demontre de fagon analogue. □ 


+ hx]_2 /x° + /zx]_i /x°+i 

• • • 

+ /ix°_2 fx] + hx]_^ /x]+i 

■ ■ ■ fx] 

;]_1 /x°+i + /ix] /x°+2 ••• 

fx°\ 

•°_1 /x]+i + hx] /x]+2 ■ • • 

fx}) ’ 


B.16. — En gardant toujours les notations du paragraphe B.14, la verification 
pour v{h) de la condition (a) de la definition des transformations (cf. B.8) est 
immediate. Pour prouver la condition (b), soit j un entier tel que 0 ^ j < z, et 


y = 


,,o o> 
yi-i 9% 

y\-i yl; 


une z-cellule de v{K) (de sorte que = y]) dont la j-cellule but iteree est egale a la 
j-cellule source iteree de x, autrement dit, telle que 


= yl, £ G {0,1}, 0^k<j 


et 


X? = y] 


II s’agit de prouver I’egalite 


= {B i^ih)y) *^-+1 (zz(/z)^ A) , 


ou 


A = v(h) 


tj-iy 


*1 ^Wtoy *0 ’^if)isj+iy) 


B = i^{g){tj+ix) *0 '^{h)sox *1 ■■■ *j-i 


Sj — iX 


On note C la matrice 
C = 


oo 

/x? + hxl .. 

.. /x°_i +/ix]_2 ' 

53^0 

gx\ + hxg 

. . 5x]_i + *X°_2 J 

oo 

fVi +hyo ■■ 

■ fy°-i + hy}_ 2 \ 

gvo 

gyl + * 2/0 ■ • 

■ gy]-i + *2/°_2 j 


(vide pour j = 0), et pour toute matrice 


2 ; = 



LE TYPE D’HOMOTOPIE DE L’ORIENTAL D’UN COMPLEXE SIMPLICIAL 


65 


et I, 0 ^ I ^ k, on pose 


Par definition, on a 






et en vertu du lemme B.15, applique a et tj+ix, on a aussi A^j = C = B^j, et 
par suite, 

D’autre part, toujours en vertu du lemme B.15, applique a et tj+ix, on a 


A>^i = 


fy° + hy]_^ 
fy] + hy]_i / 2 /°+i 


= 


et comme 






fx° + hx]_^ /^i+i + 

gx] + hx°_^ gXj+i + hx° 

fy'j + hy]_^ + hy] 

gy] + hy°_i gyj+i + hy° 


gx° + hx°_^ gxj+i'' 
gx] + hx]_^ g^]+iy 

fx° + hx}_^ hx] 
gx] + hx°_^ hx° 

fy° + hy}_^ hy}'] 

gy} + %°_i hy}) 


Hh)x = 

I fy'j + hy]-i fx'j+i + fyj+i + hx] /x°+2 + hx]^j ... fx} + hx}_j hx} 

\gx] + hx]_j gx]j^j + /y°+i + hx] gx]^2 + ... gx} + hx}_j hx} 


{B iy{h)y)^^ = 

/ fy] + hy]_i fy]+i + gx]+i + hy] fy]^.^ + ^2/j+i • • ■ fy? + hy}_i hy}\ 

\gx] + hx]_j gx]^j + gy]^j + hy] gy]^.j + hy]^j ... gy} + hy}_j hy} j 

On en deduit que 
{B v{h)y *^-+1 v{h)^ = 


(fy] + hy]_i fx]_^_J + fy]_^_J + hx] /x°+2 + fy]+2 + hx]_^_J + hy]_^_J ... 

\gx] + hx]_j gx]_^_J + gy]_^_j + hy] gx]_^_2 + gy]+2 + hx]+j + hy]^j ... 

... fx} + fy} + hx}_j + hy}_j hx} + hy}\ 

■ ■ ■ gx} + gy} + hx}_j + hy}_j hx} + hy}) 

= H^)x*^v)-^J > 
ce qui prouve la condition (b). 
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B.17. — Soient {K,K*,e) un complexe dirige augmente decent (cf. 2.9), note plus 
simplement K, f un endomorphisme constant de K de valeur cq (cf. 2.10), et h une 
homotopie de morphismes de complexes diriges augmentes de / vers le morphisme 
identite de K (cf. 2.11). On suppose que I’homotopie h est de carre nul, autrement 
dit que pour tout j ^ 0, hj-^.lhj = 0, definissant ainsi une contraction de K (cf. 4.8). 
On rappelle qu’alors cq est dans K^, on a e(co) = 1, ho(co) = 0, pour tout x € Kg, 
fo{x) = e{x).cg et pour tout t > 0 et tout x S Ki, fi{x) = 0. L’endomorphisme v{f) de 
la oo-categorie v{K) est alors un oo-foncteur constant de valeur cq (et tenant compte 
de I’identification de I’ensemble des objets de v{K) avec I’ensemble des x G Kg tels 
que e(x) = 1). L’homotopie h definit une transformation h'{h) de i^(/) vers I’identite 
de v{K) (cf. B.14). 

Proposition B.18. — En gardant les hypotheses et les notations du para- 
graphe precedent, la transformation h'{h) est une contraction centree en cg de la 
oo-categorie v{K). 


Demonstration. — On a 


^(^)cn = 


^Cg hg{cg)' 
.Cg hg{cg) 



= Ir 


ce qui prouve la condition (c) de la definition d’une contraction (cf. B.9). Demontrons 
la condition (d). Pour tout z ^ 0, et toute z-cellule 


x = 


de v{K), on a (en omettant les indices de h) 


^i-l 



hx\ 


hxi 


hx}_^ 


h{x\ + hxg) 


hxi 


hhx}j 


hx°_i 


h{x}_^ + /zx°_2) 


hx°_^ 


+ hhx]_2 


h{x\ 
hx^ - 




hhx^ 





Co 


hx}) 


hx\ 


xl 


hXg 


xl 


hxi 


hx}_i 
xj + hx°_^ 



= 1 




ce qui prouve I’assertion. 


□ 


Le corollaire suivant est une variante de la proposition 4.5. 
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Corollaire B.19. — Soit K un complexe dirige augmente decent. S’il existe une 
homotopie de carre nul d’un endomorphisme constant de K, de valeurco, vers I’endo- 
morphisme identite de K, alors cq est un ohjet guasi-initial de la oo-categorie v{K). 
Dualement, s’il existe une homotopie de carre nul de I’endomorphisme identite de K 
vers un endomorphisme constant, de valeur cq, alors cq est un objet guasi-final 
de v{K). 

Demonstration. — La premiere assertion est consequence immediate des propo¬ 
sitions B.13 et B.18. En vertu de la proposition 3.13 et conformement au para- 
graphe B.l, la deuxieme assertion resulte de la premiere, appliquee au complexe 
dirige augmente dual K° (cf. 2.12) et a I’homotopie de I’endomorphisme constant 
de K°, de valeurs cq, vers I’endomorphisme identite de K°, induite par h (cf. 2.13). □ 

Remarque B.20. — II resulte des propositions 6.3 et B.18 que pour tout n ^ 0, 
I’oriental admet une contraction centree en (0). De meme, il resulte des propo¬ 
sitions 6.5, 3.13, B.18, et du paragraphe 2.13 que On admet une contraction duale 
centree en (n) (cf. B.ll). Ainsi, on pent retrouver facilement le theoreme 6.6 en uti- 
lisant la proposition B.13. 
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